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Tulevalle matematiikan aineenopettajalle jää helposti ilman omaa aktiivi-
suutta suuri kysymysmerkki alakoulun matematiikan sisältöjen ja opetuksen
kohdalle. Mielestäni olisi kuitenkin ensiarvoisen tärkeää, että tulevat aineen-
opettajat saisivat jonkinlaisen katsauksen alakoulussa tapahtuvasta matema-
tiikan opetuksesta. Kun oppilaat saapuvat yläkouluun aineenopettajien op-
piin, saattaa kuilu näiden kahden eri matematiikan maailman välillä olla osal-
le oppilaista liian suuri. Jos matematiikan aineenopettajat tutustutettaisiin
osana koulutusta alakoulun matematiikan opetukseen, voisi kuilu kudennen
ja seitsemännen luokka-asteen välillä pienentyä. Tällöin oppilaiden olisi ehkä
helpompi päästä mukaan matematiikan opetukseen myös yläkoulun puolella.
Aineenopettajien koulutuksessa ei myöskään puhuta juuri yhtään nuor-
ten lasten matemaattisten taitojen kehityksestä, vaikka koulussa opitut tai-
dot pohjautuvat varhaislapsuudessa oppittuihin ja synnynnäisiin taitoihin.
Mielestäni matematiikan opettajan on tärkeä tietää, kuinka oppilaiden ma-
tematiikan taidot muodostuvat ja kehittyvät. Tiedon avulla opettajan on
ehkä helpompi tukea ja auttaa heikosti menestyviä oppilaita.
Peruslaskutoimitukset, yhteen-, vähennys-, kerto- ja jakolasku, opetellaan
alakoulun ensimmäisillä luokilla. Yläkoulun puolella nämä laskutoimitukset
ovat enää vain apuväline, jonka avulla selvitetään ja opetellaan muita ma-
tematiikan asioita. Monilla oppilailla on kuitenkin vielä yläkouluun siirtyes-
sään vaikeuksia ja aukkoja peruslaskutoimituksissa. Aineenopettajan on mel-
ko turha opettaa näiden aukkojen päälle lisää matematiikkaa, vaan aukot ja
solmut tulisi ensin avata ja selvittää.
Kaikkien on varmasti helppo yhtyä ajatukseen, että jakolasku on perus-
laskutoimituksista hankalin. Muistan jo omilta alakouluvuosiltani, että jako-
laskut olivat vaikeita. Ne tuntuivat nuoresta koululaisesta kaikista epämää-
räisimmiltä ja haastavimmilta laskutoimituksilta. Myös eräs haastattelemani
neljäsluokkalainen poika kommentoi jakolaskutehtäviäni tuskastuneesti:
"Taas näitä jakolaskuja.. Mä en sit osaa näitä ollenkaan!"
Tutkin seminaaritutkimuksessani kuudesluokkalaisten jakolaskuosaamista. Tu-
lokset olivat melko huolestuttavia, sillä yläkoulun kynnyksellä olevilla oppi-
lailla oli paljon vaikeuksia jakolaskuissa. Selviä ongelmia oli tehtävissä, joissa
jaettava oli pienempi kuin jakaja. Kuudesluokkalaiset myös roikottivat jako-
jäännöstä laskujensa perässä, vakka yläkoulun puolella jakolaskut pitäisi osa-
ta ilmaista ilman jakojäännöstä. Aineenopettaja saattaa yllättyä, kun uudet
yläkoululaiset eivät osaakaan tätä asiaa.
Yhteen-, vähennys- ja kertolaskut ovat kaikki suhteellisen yksinkertaisia
laskutoimituksia. Ne eivät juuri sisällä poikkeuksia tai erikoistapauksia. Ne
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muodostavat yksinkertaisia kokonaisuuksia, joiden oppiminen on suhteelli-
sen helppoa lapsille. Jakolaskujen kokonaisvaltainen oppiminen sen sijaan on
monen asian summa. Ymmärtääkseen jakolaskut, täytyy osata muun muassa
sisältö- ja ositusjakolaskut sekä ymmärtää jakajan ja osamäärän käänteinen
suhde. (Squire & Bryant, 2002b.)
Jakolaskut myös sisältävät paljon poikkeuksia, kuten sen, että nollalla ei
saa jakaa. Myös käsite jakojäännös tupsahtaa koululaisten eteen juuri, kun
heillä alkaa sujua tasan menevät jakolaskut. Jakojäännös käydään jo kol-
mannella luokalla heti muiden jakolaskujen jälkeen. Se saattaa hämmentää
ja tuntua erilliseltä asialta muiden jakolaskujen rinnalla. Aiemmin mainitse-
mani poika, jota haastattelin totesikin:
"Sä lupasit, ettei näissä tule jakojäännöksiä!"
Jakojäännöksestä tulee nopeasti vastauksen perässä roikkuva luku, jolle ei
anneta oppikirjoissa sen kummempaa merkitystä. Lapset tottuvat nopeasti
siihen, että jakojäännös on vaan jotain mitä ei tarvitse huomioida. Sillä ei
oikeastaan ole edes vastinetta arkielämässä. Jakojäännöksestä saattaa muo-
dostua lapsen ajattelulle hyvin epäluonnollinen asia, jolla ei ole arkielämän
kontekstia. Esimerkiksi jo mainittu neljäsluokkalainenkin koki, että jakojään-
nöskäsite oli hämmentävä ja irrallinen. Rahat ja ruoka esimerkiksi pilkotaan
useimmiten "yksikköä"pienempiin osiin, jos jako ei muuten menen tasan.
Jakojäännöstä voisi verrata negatiivisiin lukuihin. Ennen kun negatiiviset
luvut käydään opetuksessa läpi 4-5 kaltaiset laskut jätetään vaan huomiotta.
Tämän sijaan laskut voisi käydä esimerkiksi lämpömittarin avulla näyttäen,
että nollan alapuolellakin on jotain. Pieniä lapsia ei ehkä tarvitsisi suojella
"vaikeilta asioilta". Jakojäännöksen sijaan huomiota voisi kiinnittää murto-
lukuihin ja niiden käyttämiseen jakolaskun yhteydessä alusta asti. Tällöin
jakolasku konkretisoituisi ja tulisi lähemmäs oikeaa elämää.
Tässä tutkielmassa tutustutaan ensin lapsien matemaattisten taitojen
varhaiskehitykseen. Lapsilla on paljon synnynnäisiä matematiikan taitoja,
ja he oppivat hyvin varhain käyttämään matematiikkaa apunaan. Tarkoituk-
seni on myös avata tutkijoiden käsityksiä siitä, mitä jakolaskuymmärryksen
taustalta löytyy. Jakolaskua on tutkittu paljon ja monet tutkijat ovat yksi-
mielisiä siitä, että jakolaskuosaamisen taustalla on yksi sinulle, yksi minulle
-tyylinen jakaminen. Tämän taidon päälle on helppo rakentaa jakolaskuosaa-
mista, mutta sitä kautta saatetaan myös törmätä uusiin ongelmiin.
Tutkielmassa pureudutaan myös Suomalaisten lasten jakolaskuosaami-
seen. Tähän liittyen tarkastellaan valtakunnallisen perusopetuksen opetus-
suunnitelman perusteiden (POPS 2004) jakolaskuihin ja murtolukuihin liitty-
viä sisältöjä. Analysoidaan myös muutaman alakoulun oppikirjasarjan jakolasku-
ja murtolukusisältöjä. Näiden lisäksi käsitellään myös seminaarityössäni il-
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menneitä kuudesluokkalaisten jakolaskuvaikeuksia, sekä sitä löytyikö neljäs-
luokkalaiselta samoja ongelmia. Tutkielmassa pohditaan myös, voisiko nyky-
muotoista jakolaskuopetusta muuttaa niin, että oppilaille muodostuvat vir-
hekäsitykset vähenisivät.
Työn loppupuolella esitellään nykymuotoiseen jakolaskuopetukseen sopi-
via tehtäviä, joiden avulla voidaan tukea oppilaiden jakolasku ymmärrystä
ja ehkäistä virhekäsitysten syntä. Te tehtävien avulla opetukseen saa myös
erilaisen lähestymistavan jakolaskuihin ja murtolukuihin. Ne ovat tarkoituk-




Matematiikkaa käytetään tiedostamattakin monissa arjen tilanteissa. Esimer-
kiksi rahan käsittelyssä sekä aikataulujen suunnittelussa tarvitaan jokapäi-
väistä elämää helpottavia matematiikan taitoja. Osa näistä tiedoista tai nii-
den taustalla olevista taidoista on lähtöisin lapsuudessa omaksutusta ja ehkä
osin jo syntyessä olleesta matematiikan osaamisesta. Seuraavaksi tutustutaan
matemaattisten taitojen varhaiskehitykseen liittyvään teoriaan.
Tämän jälkeen paneudutaan tämän työn kannalta mieleiseen teoriaan. Ja-
kolaskujen osaamiseen liittyy hyvin paljon tietoja ja taitoja, joita on eritelty
alaluvuissa.
Viimeisissä alaluvussa tutustutaan David Tallin näkemykseen matematii-
kasta sekä kielentämisen käyttöön oppimisen tukena. David Talln mukaan
matematiikka koostuu kolmesta erillisestä maailmasta, joiden välillä ihminen
seuloo matematiikan opiskelunsa aikana.
2.1 Matemaattisten taitojen kehitys lapsuuden aikana
Lasten matemaattisten taitojen varhaiskehitystä on tutkittu paljon. Ensin
käsitellään ihmisten synnynnäisiä matemaattisia taitoja ja niiden syventy-
mistä ja kehittymistä. Tämän jälkeen paneudutaan tarkemmin laskutaitojen
ja numerosanojen ymmärtämisen ja hahmottamisen kehitykseen.
2.1.1 Primaariset ja sekundaariset taidot
Lapsen kognitiivista ja matemaattisten taitojen kehityksiä voidaan hahmot-
taa jakamalla taidot primäärisiin ja sekundaarisiin taitoihin. Primaariset tai-
dot ovat synnynnäisiä, kun taas sekundaariset taidot lapsi omaksuu harjoit-
telun ja matkimisen kautta. Kasvuympäristö ja ympäröivä kulttuuri vaikut-
tavat hyvin paljon lapsen sekundaaristen taitojen kehitykseen (Geary, 1995).
Matemaattisten taitojen jakaminen primaarisiin ja sekundaarisiin on aiheut-
tanut paljon erimielisyyksiä tutkijoiden parissa. Esimerkiksi yksi yhteen -
vastaavuuden hahmottaminen on joidenkin tutkijoiden mielestä synnynnäi-
nen taito (esim. Gallistel & Gelman, 1992), kun taas esimerkiksi Karen Fuson
(1988) pitää sitä opittuna taitona. Selkeän luokittelun, jota tässäkin työssä
noudatetaan, lasten primaarisille ja sekundaarisille matematiikan taidoille
on koonnut David C. Geary (1995). Primaarisiksi taidoiksi on luokiteltu lu-
kuisuus (engl. numerosity), ordinaalisuus, laskeminen ja yksikertainen arit-
metiikka. Kaikki nämä taidot ilmenevät kulttuurista riippumatta sekä myös
joillain ihmistä lähellä olevilla eläinlajeilla (Geary, 1995; Geary, 1996).
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Lukuisuus kuvaa taitoa määrittää tarkasti pienen joukon tavaroita tai ta-
pahtumasarjan alkioiden lukumäärän. Hyvinkin nuoret lapset pystyvät hah-
mottamaan yksinkertaisen pienen joukon alkioiden lukumäärän ilman las-
kemista tai tietoista arviointia. Vain muutamien kuukausien ikäiset vauvat
erottavat jopa kolmen alkion joukkoja (esim. leluja) toisistaan. Vauvoille näy-
tettiin ensin esimerkiksi kahta lelua, jonka jälkeen tutkijat lisäsivät mukaan
kolmannen lelun tai poistivat toisen leluista näkyvistä. Vauvat huomasivat,
kun lelujen määrä muuttui. Tästä pääteltiin, että jo hyvinkin pienillä vauvoil-
la on jonkin asteista lukumäärän hahmottamiskykyä. (Starkey, et al. 1990.)
Edellä mainitun kaltaisilla tutkimuksilla (Starkey, et al. 1990; Wynn,
1992) on pystytty osoittamaan myös muita primaarisia taitoja. Vauvojen
aiemmin mainituista havainnoista pääteltiin myös, että ihminen hahmottaa
jopa alle puolen vuoden iässä sen, väheneekö tai kasvaako heille näytetty-
jen lelujen määrä. Tätä taitoa nimitetään ordinaalisuudeksi. Ordinaalisuus-
käsite sisältää myös yhtäsuuruuden hahmottamisen, vaikkakin tämä taito
vaatii lapsilta ensin harjaantumista. Ordinaaliluvulla tarkoitetaan järjestys-
lukua (ensimmäinen, toinen), ja ordinaalisuudella suuruussuhteita (enem-
män, vähemmän, yhtäsuuri). Koska vauvat hahmottavat lukumäärän muu-
toksen sekä sen, onko leluja enemmän vai vähemmän kuin aiemmin, näyttää
heillä olevan myös jonkinlaista laskutaitoa. Vauvojen on osoitettu pystyvän
laskemaan kahden tai kolmen alkion joukkoja. He siis osoittavat jonkin asteis-
ta aritmeettista taitoa. Lasten laskemiseen liittyvä primaarinen taito ilmenee
selvästi myös siinä, että lapset tuntuvat osaavan luonnostaan yksi yhteen -
periaatteen. Yksi yhteen -periaate tarkoittaa sitä, että osataan esimerkiksi
jakaa tietty määrä esineitä "yksi sinulle, yksi minulle"tyylisesti. Taitoa käy-
tetään myös hyväksi, kun lapsi osoittaa jokaista laskettavaa esinettä vain
kerran laskiessaan niiden kokonaismäärää (Gelman & Gallistel, 1978).
Kaiken jo mainitun osaamisen taustalla on lapsen tietoisuus numerois-
ta (engl. number awareness) (Fuson 1988, Gelman & Gallister 1978). Pri-
maariset taidot sekä erityisesti varhaiset laskutaidot (engl. numeracy skills),
kuten lukujonotaidot ja luettelemisen taidot, muodostavat tärkeän pohjan
aritmeettisten taitojen oppimiselle. Normaalien laskusysteemien oppiminen
alkaakin kyvyistä luetella luonnollisten lukujen lukujonoja (Aunio & Nie-
mivirta, 2010). Kun lapsi saavuttaa esikouluiän, hänen primaariset taitonsa
avustavat häntä omaksumaan monimutkaisempia sekundaarisia taitoja (Gea-
ry, 2000).
Sekundaariset taidot voidaan luokitella kahteen erilliseen taitoon: laske-
minen ja numerot (engl. counting and numbers) sekä aritmetiikka (Geary
1995). Sekundaariset taidot opitaan perheeltä, matkimalla ympäristöä ja tie-
tysti formaalisti koulussa (Fuson, 1988). Laskeminen ja numerot -taidon taus-
talla on numerojärjestelmän oppiminen. Vaikka pienillä luvuilla laskeminen
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on primaarinen taito, tarvitaan harjoittelua ja esimerkkejä, ennen kuin lap-
set oppivat hahmottamaan ja laskemaan kymmenet ylittävillä luvuilla. Myös
joukon alkioiden lukumäärän ja numerosanojen yhdistäminen vaatii harjaan-
nusta. Tähän numerosanojen ja alkioiden lukumäärän yhteyteen palataan
vielä seuraavassa luvussa tarkemmin.
2.1.2 Kardinaalisuus
Synnynnäiset ja matkimalla opitut primaariset ja sekundaariset matemaatti-
set taidot eivät riitä. Ihmisen täytyy oppia perustelemaan ja ymmärtämään
käyttämiään matemaattisia taitoja pystyäkseen esimerkiksi keskustelemaan
niihin liittyvistä aiheista. Viimeistään koulumatematiikan avulla oppilaat op-
pivat matematiikan taitojen takana olevia periaatteita ja sääntöjä. Looginen
ajattelu, tavanomaisten laskusysteemien opettaminen sekä matematiikan op-
pimisen selkeä merkityksellinen konteksti luovat vakaan pohjan lapsen mate-
matiikan oppimiselle. (Bryant & Nunes, 2002.)
Pelkästään numeroiden luetteleminen ääneen, kun laskettavia esineitä las-
ketaan, ei kerro todellisesta laskutaidosta. Vaikka lapset näyttävät jo varhai-
sessa vaiheessa osaavan laskea, taustalla ei välttämättä ole todellisuudessa
mitään strategiaa; lapset omaksuvat laskemisen tajuamatta oikeasti laske-
misesta mitään (Bryant & Nunes, 2002). Jotta lapsi ymmärtää mitä laske-
misessa todella tapahtuu, täytyy hänen ymmärtää kardinaalisuuden periaa-
te (Piaget, 1952). Yksinkertaisimmillaan kardinaalisuus tarkoittaa sitä, että
lapsi ymmärtää, että laskiessaan esineitä, viimeinen luku vastaa esineiden lu-
kumäärää. Kardinaaliluku tarkoittaa normaalia lukusanaa. Kardinaalisuus-
periaatteen sisäistänyt lapsi myös hahmottaa, että kahden joukon alkioiden
lukumäärät ovat yhtä suuret, vaikka toinen joukko olisi levitetty laajemmalle
alueelle.
Kardinaalisuus osoittautui hyvin haastavaksi kuusivuotiaille lapsille, kun
Piaget (1952) tutki heidän kykyä arvioida kahden joukon yhtäsuuruutta.
Lapset laskivat helmiä, jotka he pudottivat kahteen erimuotoiseen astiaan.
Helmiä pudotettiin astioihin yhtä monta, mutta koska astiat olivat erikokoi-
set, toinen astia näytti paljon täydemmältä. Kun lapsilta kysyttiin, laitet-
tiinko astioihin yhtä monta helmeä, he osasivat vastata kysymykseen oikein
(eli laitettiin yhtä monta). Kun lapsilta sen jälkeen kysyttiin, onko astioissa
yhtä monta helmeä, he vastasivat aina, että täydemmässä astiassa oli enem-
män helmiä. Kuusivuotiaat eivät siis hahmottaneet yksi yhteen -vastaavuutta
enää laskemisvaiheen jälkeen.
Edellä mainitussa tutkimuksessa havaittu ilmiö selittyi sillä, että nuo-
rilla lapsilla avaruudellinen hahmottaminen sekä näköaisti ovat ensisijaiset
havaintojen tekemiseen käytettävät apuvälineet. Jotta lapsi hahmottaisi yk-
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si yhteen -vastaavuuden, täytyy hänen luopua näköhavainnoistaan ja pys-
tyä jättämään huomiotta tietyllä tavalla itsestään selvät asiat (Piaget 1952).
Kuusivuotiaat eivät siis kyenneet tähän Piagetn (1952) helmitutkimuksessa.
Kuusivuotiaiden ymmärrys ei myöskään riittänyt hahmottamaan sitä, että
kahdessa joukossa oli yhtä paljon esineitä, jos toinen joukko oli levitetty laa-
jemmalle alueelle. Myöskään esineiden laittaminen jonoon, jossa toisen ryh-
män esineiden välit olivat pidemmät, ei auttanut lapsia havaitsemaan, että
esineitä oli yhtä paljon kummassakin joukossa. Tämä osoittaa sen, etteivät
lapset oikeasti ymmärtäneet, mitä he tekivät laskiessaan helmiä. Laskeminen
oli enemmin kuin loru, jota toistettiin ulkomuistista (Bryant & Nunes, 2002).
Joukkojen kokojen arviointiin on monia erilaisia strategioita. Esimerkiksi
laskeminen tai silmämääräinen arviointi pituuden, tiheyden tai järjestyksen
avulla ovat toimivia keinoja. Varsinkin pienten joukkojen koon arvioinnis-
sa tärkein apuväline on näköaisti. Esikouluikäiset lapset pystyvät havainnoi-
maan 24-jäsenisien joukkojen alkioiden lukumääriä. Kun joukon jäsenet jär-
jestetään laakeammalle alueelle tai pienenpään astiaan, lapset ymmärtävät,
ettei joukon jäsenten määrä muutu. (Gelman & Tucker, 1975.)
Jotta lukusanojen ja lukumäärän yhteys valkenisi lapsille, tarvitaan kardi-
naalisuusperiaatteen sisäistämisen lisäksi ymmärrys ordinaalisuudesta (Pia-
get 1952). Kun lapsi oppii, että luku on yhtäsuuri, pienempi tai suurempi kuin
toinen luku, hän oppii nopeasti vertaamaan, luokittelemaan ja ymmärtämään
yksi yhteen -vastaavuutta. Lapsen lukujonotaidot kehittyvät myös. Yksi yh-
teen -vastaavuuden sekä lukujonotaitojen oppiminen ovat ensiarvoisen tär-
keitä, jotta lapsi sisäistää kardinaalisuuden käsitteen. Vasta nämä ymmär-
rettyään lapsi kykenee ymmärtämään numero-lukusana-ketjuja ja saamaan
todellista laskutaitoa. (Geary, 1994.)
Myös Karen Fuson (1988) nostaa esiin lasten lukujonotaitojen ja kardi-
naalisuuden ymmärtämisen yhteyden. Hänen mukaansa lapsi käy läpi kuusi-
vaiheisen portaikon, ennen kuin todellinen numero-lukusana-ketjujen ym-
märtäminen saavutetaan. Aluksi lapsi vain luettelee lukusanoja kuin loru-
ja. Tämän jälkeen lukusanat alkavat muodostaa lukujonoja, joissa sanoilla
on tietty järjestys. Kun lapsi alkaa saada käsitystä kardinaalisuudesta, al-
kaa lukusana-ketjun viimeinen numero saada uuden merkityksen lasketta-
vien alkioiden lukumäärää kuvaavana lukuja. Tästä seuraava askel otetaan,
kun lapsi ymmärtää, että hän voi aloittaa lukusanojen luettelemisen mistä
vaan luvusta. Esimerkiksi lapsen laskiessa 4+3, voi hän aloittaa luvusta 4
ja laskea siitä kolme lukua ylöspäin. Kun lapsi ymmärtää, että lukujonossa
voidaan liikkua suurempiin tai pienempiin lukuihin ja hänen kardinaalisu-




Tässä alaluvussa paneudutaan tarkemmin siihen vallalla olevaan näkemyk-
seen, johon lasten jakolaskun oppiminen pohjautuu. Tarkastellaan jakolas-
kunosaamisen taustalla olevaa osaamista sekä sitä, mitä jakolaskujen ym-
märtämiseen lapselta vaaditaan.
Jakolaskun ymmärtämiseen tarvitaan hyvin paljon tietoja ja ymmärrystä
monista asioista. Seuraavaksi puretaan auki sitä kokonaisuutta, joka lapsen
täytyy sisäistää oppiakseen todella jakolaskuja. Ymmärrykseen tarvitaan tie-
toa yksi yhteen -periaatteen mukaisesta jakamisesta, käsitteiden jakaja, jaet-
tava ja osamäärä merkityksistä, erilaisista jakolaskuoperaatioista sekä sisältö-
ja ositusjaoista.
Lopuksi käsitellään vielä kevyesti murtolukuja. Murtolukujen ja jakolas-
kun välillä on selvä yhteys, joka tarjoaa uuden ratkaisun murtolukuihin liit-
tyviin haasteisiin.
2.2.1 Jakamisesta jakolaskuun
Lapsien ymmärrystä yhteen- ja vähennyslaskuista on tutkittu paljon ja on
osoitettu, että lapset ymmärtävät melko paljon näistä operaatioista jo en-
nen kouluikää. Ei olisi yhtään yllättävää, että lapsilla olisi myös kerto- ja
jakolaskuista samantyyppistä informaalia tajua. (Squire & Bryant, 2002a.)
Piaget (1952) päätteli tutkimuksistaan, että nuoret lapset eivät ymmär-
rä yksi yhteen -vastaavuutta. Kuitenkin monissa tuoreemmissa tutkimuk-
sissa (esim. Frydman & Bryant, 1988) on löytynyt vihjeitä siitä, että lap-
silla on kuin onkin jonkinlainen käsitys kardinaalisuudesta sekä yksi yhteen
-vastaavuudesta. Jo 4-vuotiaat lapset osaavat ilman erityistä opetusta tai
ohjausta jakaa yksi yhteen -periaatteella ("yksi sinulle, yksi minulle") esi-
neitä pienelle joukolle (2-4) henkilöitä. He eivät kuitenkaan ymmärrä lähes
mitään tapahtuvasta jakoprosessista. Esimerkiksi, kun jaetaan suklaapaloja
niin, että osa paloista yksittäin ja osa on kiinni toisissaan kahden tai kolmen
palan yksiköinä, suuri osa 4-vuotiaista pitää kaikkia paloja yhtä arvokkaina.
Kuitenkin jo 5-vuotiaana lapsista suuri osa osaa jakaa palat tasan huomioi-
den sen, että isommat palat vastaavat useampaa yksittäistä suklaapalaa. Nä-
mä lapset ymmärtävät ainakin joitain jakamisen taustalla olevia prosesseja
ja suklaapalan koon merkityksen yksi yhteen -jakoprosessissa. (Frydman &
Bryant, 1988.)
Jakolaskun ymmärtäminen kehittyy, kun lapsi reﬂektoi ja kehittää omia
jakostrategioitaan (Squire & Bryant, 2002a). Jakaminen nähdäänkin tärkeä-
nä pohjana lapsen jakolaskuymmärrykselle (Squire & Bryant, 2002b; Piaget,
1952). Koulussa jakolasku esitellään oppilaille usein yksi yhteen -vastaavuuden
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mukaisilla jakolaskuilla. Jakolaskun opettaminen pelkkään jakamiseen noja-
ten voi rajoittaa lapsen ajattelua ja luoda näin ongelmia lapsen myöhemmälle
jakolaskuymmärryksen kehitykselle (Squire & Bryant 2002a). Toisaalta jako-
lasku aiheuttaa koulussa paljon ongelmia, mutta konkreettisissa tilanteissa
jakaminen hallitaan hyvin. Koulussa esiintyvät ongelmat eivät siis voi joh-
tua tai koskea arkielämän jakamista. Jakolaskuongelmien täytyy sijaita siel-
lä, mitä tehdään eri tavalla jakolaskuissa ja jakamisessa. (Squire & Bryant,
2002b.)
2.2.2 Jakaja, jaettava ja osamäärä
Koulussa jakolaskutehtävien tarkoitus on selvittää osamäärä (Squire & Bry-
ant, 2002b). Jakamisessa taas pääasia on, että kaikki saavat saman verran
jaettavana olevaa asiaa ilman, että jakajasta, jaettavasta tai osamäärästä-
kään välitetään sen enempää. Todellisuudessa jakolaskun yksi oleellisimpia
ja tärkeimpiä asioita on ymmärtää jakajan ja osamäärän kääntäen verran-
nollisuus. Lapset eivät hahmota tätä ominaisuutta jakaessaan yksi yhteen
-periaatteen avulla asioita. (Bryant & Nunes, 2002.)
Lapsen jakolaskuymmärryksen kannalta onkin ensiarvoisen tärkeää erot-
taa ja hahmottaa jakaja, jaettava ja osamäärä toisistaan. Tietenkään lapsen
ei tarvitse osata varsinaisia käsitteitä, mutta konkreettisessa jakotilantees-
sa hänen tulisi kyetä osoittamaan tilanteesta nämä kolme jakolaskun jäsen-
tä. Lasta voi kannustaa jakotilanteissa pohtimaan ongelmaa kaikkien kolmen
näkökannalta ja tutustuttaa hänet jakolaskuongelmiin niin, että käsitteiden
jakaja, jaettava ja osamäärä merkitys tulevat tutuiksi. (Squire & Bryant,
2002b.) Kun käsitteiden merkitys selvenee lapselle, on hänen helpompi ha-
vaita jakolaskuymmärrykselle oleellinen jakajan ja osamäärän käänteisyys.
Jos jakajaa kasvatetaan, osamäärä pienenee ja vastaavasti, jos jakajaa pie-
nennetään, niin osamäärä kasvaa. Tutkimuksissa 5-vuotiaat eivät vielä ym-
märtäneet tätä yhteyttä, mutta jo 7-vuotiaat osasivat perustella ilmiön suh-
teellisen hyvin. (Bryant & Nunes, 2002.)
Jakolaskuosaaminen kehittyy, kun lapsen ymmärrys jakajan ja osamäärän
kääntäen verrannollisuudesta kasvaa. Samalla hänen käsitteiden hallintansa
parantuu ja erilaisten jakolaskujen kohtaaminen helpottuu. Hänen kerrannai-
symmärryksensä (engl. multiplicative reasoning) kasvaa myös, jolloin kerto-
ja jakolaskujen osaaminen kehittyy entisestään. (Squire & Bryant 2002a.)
2.2.3 Ryhmittely jakajan tai osamäärän mukaan
Squire ja Bryant (2002a) tutkivat 59-vuotiaiden lasten jakolaskuosaamista
konkreettisissa tilanteissa, joissa 12 karkkia (muovipalikkaa) jaettiin kolmelle
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nukelle. Karkit jaettiin kahdella tapaa. Ensin karkit jaettiin nukkejen eteen
jonoihin, jolloin muodostui kolme jonoa, joissa kaikissa oli neljä karkkia. Kar-
kit siis ryhmiteltiin jakajan mukaan, jolloin muodostui jakajan verran ryh-
miä, joissa kaikissa oli osamäärän verran karkkeja. Toinen jakotapa oli jakaa
karkit nukkejen eteen riveihin siten, että muodostui neljä ryhmää, joissa kai-
kissa oli kolme karkkia. Jokaiseen ryhmään asetettiin karkit sanomalla ää-
neen: "yksi hänelle, yksi hänelle ja yksi hänelle". Seuraavaan jonoon karkit
asetettiin kertomalla: "toinen hänelle, toinen hänelle ja toinen hänelle". Näin
puheen avulla helpotettiin lasten havainnointia. Karkit siis ryhmiteltiin osa-
määrän mukaan siten, että muodostui osamäärän verran ryhmiä, joissa oli
jokaisessa yksi karkki yhtä nukkea, jakajaa, kohden.
Edellä mainitun tutkimuksen tulokset eivät olleet kovin yllättäviä. Teh-
tävät, joissa ryhmittely tehtiin jakajan mukaan, eli yhdelle nukelle tulevat
karkit muodostivat yhden ryhmän, oli lapsille paljon helpompi ymmärtää.
Sama ryhmittelytapa on aikuisillekin helpompi tapa jakaa asioita. Se palau-
tuu suoraan yksi yhteen -periaatteen mukaiseen jakamiseen. Lasten tekemät
virheet eivät liittyneet jakajaan tai jaettavaan eikä jakajaa sekoitettu osa-
määrään. Virheet olivat suurelta osin satunnaisia lasku- tai ajatusvirheitä.
(Squire & Bryant, 2002a.)
Osamäärän mukaan ryhmittely osoittautui sen sijaan paljon haastavam-
maksi. Osa tästä haastavuudesta johtuu siitä, että ryhmittely osamäärän
mukaan ei tuo jakamisesta tuttua lopputulosta. Tämän lisäksi lapsen täytyy
muistaa paljon enemmän asioita, kuin jakajan mukaan ryhmittelyssä, jossa
nuken saama karkkien määrä näkyy ryhmittelyssä suoraan. Lapsen täytyy
muista, kuinka monta laatikkoa ja nukkea on. Tämän lisäksi täytyy vielä
pitää mielessä, että jokaisessa ryhmässä on yksi karkki yhdelle nukelle. Lap-
sen on hyvin vaikea käsittää, että lopputulos on ryhmien lukumäärä, vaikka
ryhmittelyn apua oli käytetty puhettakin. Suurin osa lasten tekemistä vir-
heitä tässä ryhmittelymallissa liittyi jakajaan. Lapset sekoittivat jakajan ja
osamäärän. Tässäkään ryhmittelytavassa ei tullut lähes ollenkaan jaettavaan
liittyviä virheitä. (Squire & Bryant, 2002a.)
Kun lapset opettelevat jakolaskua, olisi hyvä antaa heille tietoisesti teh-
täviä, joissa jaettavat on ryhmitelty osamäärän mukaan. Näin voidaan tehos-
taa käsitteiden jakaja, jaettava ja osamäärä oppimista, sekä kasvattaa lasten
jakolaskuymmärrystä. (Squire & Bryant, 2002b.)
2.2.4 Sisältö- ja ositusjako
Jakolasku voidaan jakaa sisältö- ja ositusjakoon. Tämä jako on tehty myös
peruskoulun opetussuunnitelman perusteisiin (POPS 2004), jossa keskeisissä
käsitteissä luvut ja laskutoimitukset aihepiirin alla mainitaan tärkeinä sisäl-
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töinä sisältöjako, ositusjako ja jaollisuus. Nämä jakolaskun erityypit tulevat
harvoin jos ollenkaan enää myöhemmin vastaan.
Ositusjako on näistä kahdesta jakolaskutyypistä tutumpi ja muistuttaa
yksi yhteen -periaatteen mukaista jakamista. Ositusjaossa jaettava jaetaan
jakajien määrän mukaan ja jokaisen jakajan saama osuus on osamäärä. Esi-
merkiksi, jos jaetaan 12 karkkia kolmelle lapselle, ositusjaossa lasketaan suo-
raan, että kuinka monta karkkia jokainen saa. Ositusjaossa siis syntyy jaka-
jan verran ryhmiä, joissa jokaisessa on osamäärän verran alkioita. Syntyy siis
luonnostaan edellisessä kappaleessa mainittu jakajan mukaan ryhmittely.
Sisältöjaossa taas jaettava luku jaetaan niin, että jokaisessa muodostu-
vassa ryhmässä on jakajan verran alkioita. Ryhmiä muodostuu siis osamää-
rän verran. Esimerkiksi kun 12 karkkia jaetaan niin, että kaikki lapset saavat
kolme karkkia ja on selvitettävä, kuinka monelle lapselle karkkia riittää. Näin
siis saadaan osamäärän verran ryhmiä, joissa on jakajan verran alkioita. Eli
sisältöjaossa ryhmitellään jaettavat osamäärän mukaan.
Jakolaskuosaamista on tutkittu sisältö- ja ositusjakojen avulla. Näistä
tutkimuksista on saatu myös paljon viitteitä siitä, että lapsen on ymmär-
rettyä ja sisäistettyä jakolaskutyypit, hänen jakolaskuosaamisensa vahvistuu
(Squire & Bryant 2002b). Lasten jakolaskuosaamista on tämän hypoteesin
takia tutkittu sisältö- ja ositusjaon konteksteissa. Squire ja Bryant (2002b)
tutkivat 59-vuotiaiden lasten jakolaskutaitoja teettämällä heillä sisältö- ja
ositusjakoon liittyviä tehtäviä kahdessa eri tilanteessa. Molemmista lasku-
tyypeistä oli tehtäviä, joissa jaettava täytyi ryhmitellä jakajan mukaan, ja
tehtäviä, joissa jaettava ryhmiteltiin osamäärän mukaan. Tulokset tukivat
sisältö- ja ositusjaon luonnollisia ryhmittelytapoja. Ositusjaon jakajan mu-
kaan ryhmiteltävät tehtävät osattiin paljon paremmin kuin osamäärän mu-
kaan ryhmiteltävät tehtävät. Vastaavalla tavalla sisältöjakotehtävissä osaa-
minen oli päinvastaista. Huolestuttava asia, mikä tuloksista tuli esiin, oli että
lasten ikä ei vaikuttanut merkittävästä heidän osaamiseensa, vaan vanhem-
matkin lapset (jopa 9-vuotiaat) kokivat samat vaikeudet sisältö- ja ositusja-
kotehtävissä. Vanhemmat lapset pärjäsivät paremmin todennäköisesti siksi,
että heidän muu matemaattinen ymmärrys sekä matemaattiset taidot, mu-
kaan lukien peruslaskutaito, olivat kasvaneet. Vanhemmat lapset hahmotta-
vat matemaattisten käsitteiden väliset suhteet selkeämmin ja pärjäävät siksi
laskuissa paremmin. Vielä vanhempien lasten tai aikuisten mahdollisista vai-
keuksista ei ole varmaa tietoa. (Squire & Bryant 2002b.)
Kokonaisuudessaan lapsen jakolaskuosaamisen on monen erillisen asian
summa. Kehittyminen pohjautuu todennäköisesti yksi yhteen -periaatteeseen
ja sen avulla jakamiseen. Tämä kuitenkin voi aiheuttaa ongelmia, jos kaikki
muu jakolasku perustetaan vain tähän (Squire & Bryant 2002a). Jakolasku-
jen todellinen osaaminen vaatii lapselta paljon. Lapsen täytyy ymmärtää kä-
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sitteet jakaja, jaettava ja osamäärä, käsittää jakajan ja osamäärän kääntäen
verrannollinen suhde sekä osata sisältö- ja ositusjaot. Tämän lisäksi lapsen
tulisi myös erottaa ja osata soveltaa jakajan ja osamäärän mukaan ryhmitel-
tyjä jakolaskutilanteita. (Squire & Bryant 2002b).
2.2.5 Murtolukujen ja jakolaskun yhteys
Murtolukujen opetus aloitetaan useimmiten jakamalla osiin konkreettisia
asioita, kuten pizzoja tai piirakoita. Lapsille tämä on luonnollinen ja en-
nestään tuttu operaatio, sillä lähes kaikki lapset ovat ainakin seuranneet
joskus jonkin asian paloittelemista. Myös luvussa 2.2.1 mainittu jakolaskun
taustalla oleva jakaminen voi auttaa lapsia ymmärtämään murtolukuja. Nu-
nes (2008) ehdottaakin, että lasten murtolukuymmärryksen pohjana saat-
taisi olla osiin jakamisen (engl. partitioning) sijaan jakaminen yksi yhteen
-periaatteen avulla. Jakamistilanteissa lapset saattavat päästä huomaamat-
taan käsiksi murtolukuihin liittyviin asioihin lukujen vastaavuudesta ja jär-
jestyksestä. Lapset oppivat jo melko varhaisessa vaiheessa käyttämään luon-
nollisille luvuille näitä ominaisuuksia sekä vertailemaan ja arvioimaan niillä.
Jo Piaget (1952) havaitsi tutkimuksissaan, että 45-vuotiaat lapset osasi-
vat muodostaa kahdesta erikokoisesta joukosta samankokoiset lisäämällä tai
vähentämällä alkioita. Lapsilla on siis käsitys lukujen vastaavuudesta (engl.
equivalence). Tätä luonnollista taitoa voidaan käyttää hyväksi, kun opetel-
laan murtolukujen vastaavuuksia (Nunes, 2008). Murtolukujen vastaavuu-










Normaalit sisältö- ja ositusjakotilanteet antavat lapsille vihjeitä murtolu-
vuista. Niissä on kuitenkin usein kolme rajoittavaa tekijää, jotka saattavat
hidastaa murtolukuymmärryksen kehittymistä:
• yksi kokonaisuus, mitä jaetaan
• jaettava on lähes poikkeuksetta suurempi kuin jakaja
• lapsi muodostaa yhtä suuria ryhmiä jaettavasta kokonaisuudesta.
Varsinkin ositusjakotehtävät antavat kuitenkin jonkinlaista tukea murtolu-
kukäsitteen kehittymiselle. Jakaessaan samaa kokonaisuutta erikokoisiin ryh-
miin, lapsen on helppo havaita, että mitä useampaan palaseen kokonaisuus
pilkotaan, sitä pienempiä syntyvät palat ovat. Tämä tuo parhaimmillaan ym-
märrystä murtolukujen vastaavuuksiin. (Nunes, 2008.)
Ositusjakoa paremman murtolukujen oppimisympäristön tarjoavat jako-
tilanteet, joissa jaettava ei ole välttämättä yksi pilkottava kokonaisuus (engl.
correspondences in division). Esimerkki tällaisesta tehtävästä on, että kolme
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suklaapatukkaa jaetaan kahdelle lapselle. Näissä tehtävissä sekä jaettava että
jakaja ovat mitattavia muuttujia (engl. measures). Suurin hyöty tehtävissä
on se, ettei jaettavan tarvitse olla suurempi kuin jakajan. Kun lapset ratkai-
sevat esimerkkinä ollutta tehtävää, he pian tajuavat, ettei kaikkia patukoita
tarvitse puolittaa. Molemmat lapset saavat yhdet kokonaiset patukat ja jäl-
jelle jäänyt patukka puolitetaan. Tehtävästä on helppo tehdä johtopäätöksiä
siitä, että kunkin lapsen saama osa pienenee, jos lapsia tulee enemmän. Eli
mitä enemmän jakajia, sitä pienemmän osamäärän kukin saa. Samoin lapset
havaitsevat helposti, että jos lasten sekä patukoiden määrät tuplataan, kaikki
saavat yhä saman verran suklaata. Tämä tehostaa entisestään ymmärrystä
murtolukujen vastaavuudesta. Tavallisessa ositusjaossa tämä havaitaan vain
jakajan ja osamäärän käänteisyyden kautta. Kun jakaja kaksinkertaistuu,
osamäärä puolittuu. (Nunes 2008.)
2.3 Matematiikan kolme maailmaa
David Tall esitteli vuonna 2004 ajatuksensa matematiikan kolmesta maail-
masta. Hän oli jo pitkään tutkinut erilaisia matematiikan osa-alueita ja nii-
den eroja, erityisesti erilaisten geometristen kappaleiden ja algebrallisten tai
aritmeettisten käsitteiden eroja. Vuonna 2000 Tall ja hänen tutkijakollegan-
sa päättelivät, että geometristen konseptien muodostuminen alkaa karkeis-
ta suurista havainnoista ja päättyy hienostuneempiin tarkkoihin todistuksiin
sopiviin määritelmiin.
David Tall ja Eddie Gray julkistivat vuonna 2002 ideansa siitä, että ma-
tematiikassa on kolme erilaista "käsitetyyppiä", teot (kuten laskeminen), kä-
sitteet (esim. numerot) ja ominaisuudet. Tämä ajatus kehittyi edelleen mate-
matiikan maailmoiksi kun Tall työskenteli Anna Poynterin kanssa 2000-luvun
alkupuolella. Poynterin tutkimus paljasti kaksi erilaista lähestymistapaa vek-
torien maailmaan, geometrisen ja symbolisen. Nämä lähestymistavat yhdis-
tyivät formaalin määrittelyn avulla vasta yliopistotasolla. Tämän perusteella
Tall ja hänen kollegansa havaitsivat, että matematiikan kolme osa-aluetta,
geometrinen, symbolinen ja aksiomaattinen, ovatkin itse asiassa kolme hy-
vin erilaista ajattelumallia, joista muodostuu kolme erillistä matematiikan
maailmaa.
Ensimmäinen maailma tulee tutuksi jo lapsuudessa. Tämä maailman si-
sältää käsitteitä kuten enemmän ja vähemmän, ylös ja alas. Ensimmäisen
maailman avulla voimme kehittää maailmankuvaamme ja kuvailemaan ha-
vaintojamme. Tätä maailmaa kutsutaan havaintojen maailmaksi (engl. em-
bodied world). Ensimmäiseen maailmaan tutustuminen alkaa siis havainnois-
ta, eikä se rajoitu vain todellisiin havaintoihin, vaan sisältää myös sisäiset
havaintomme mielikuvituksessamme. (Tall, 2004.)
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Toinen Tallin matematiikan maailma sisältää laskemisen ja symbolit. Tä-
hän maailmaan päästään käsiksi koulussa, jossa opetellaan laskemaan ma-
temaattisten symbolien kuten + ja ÷ avulla. Toinen maailma sisältää myös
matemaattisia käsitteitä kuten osoittaja ja jakaja. Tätä maailmaa kutsutaan
sääntöjen ja symbolien maailmaksi (engl. proceptual world). Sääntöjen ja
symbolien maailmassa matematiikasta tulee nopeasti hienostuneempaa, sil-
lä monet merkinnät saadaan vähällä vaivalla johdettua havainnoista samal-
la täydentäen niistä selvempiä kokonaisuuksia. Vaaran paikka piileekin siinä,
jos käsitteitä ja sääntöjä käytetään ymmärtämättä niihin liittyviä havaintoja
ensimmäisestä maailmasta. Oppilaat saattavat opetella ulkoa kaavat ja sym-
bolit ja käyttää niitä jopa erinomaisella menestyksellä ymmärtämättä niitä
todellisuudessa ollenkaan. (Tall, 2004.)
Kolmas matematiikan maailma on aksioomien, määritelmien ja todistus-
ten maailma, joka on väistämättä vastassa, kun matematiikkaa opiskellaan
tarpeeksi pitkälle. Tätä maailmaa kutsutaan formaaliksi maailmaksi. For-
maalin maailman tietojen avulla matematiikan asiat voidaan määritellä ak-
siomaattisesti loogisiksi kokonaisuuksiksi. (Tall, 2004.)
Ihmiset tunnistavat syntyessään kappaleiden muotoja ja eroja, erottavat
tapahtumasarjoja ja heillä on kieli, jolla kuvailla ja ajatella. Näiden syn-
nynnäisten taitojen sekä aiemmin mainittujen primaaristen taitojen avulla
ihmisen matematiikan taidot kehittyvät ja oppiminen on mahdollista. Ma-
temaattisten taitojen kehittyessä, seulotaan matematiikan kolmen eri maa-
ilman välillä. Opitut strategiat korjaantuvat ja kehittyvät, kun kohdataan
uusia ongelmia. Oppiminen pohjautuu pitkälti siihen, että ennestään käy-
tetty strategia ei toimikaan uudessa tilanteessa. Jos strategiassa on vikoja,
syntyy helposti virhekäsityksiä, joista ei ole helppo päästä eroon. (Tall 2008).
Kun kohdataan uusia tilanteita, saadaan uusia kokemuksia ja matemaat-
tiset taidot kasvavat, kasvavat myös henkilön matematiikan maailmat. Jokai-
nen matka näiden maailmojen halki on omanlaisensa. Matkalla eteen sattu-
via esteitä täytyy ylittää arvioimalla ja rakentamalla uudelleen aiempia stra-
tegioita. Tallin (2004) mukaan, saavuttaaksemme rikkaamman ymmärryk-
sen matemaattisessa ajattelussamme, meidän tulisi käyttää enemmän kah-
den ensimmäisen maailman matematiikkaa uusia asioita opetellessamme. Ha-
vaintojen maailmassa asiat ovat tosia, koska ne näyttävät tosilta. Symbolien
maailman rakentaminen aloitetaan arvioimalla aiempia havaintoja uudelleen
ja muuntamalla niitä seuraavan maailman matematiikan kieleen. Symbolien
maailmassa asiat, jotka näyttivät tosilta, voidaan laskea numeroilla tai al-
gebrallisilla symboleilla ja vahvistaa näin päteviksi. Kolmannessa formaalis-
sa maailmassa todistaminen tapahtuu aksioomiin nojaten. (Tall, 2004.)
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2.4 Kielentäminen oppimisen tukena
Oppilaan matemaattista ymmärtämistä ja ajattelua on vaikea havainnoida.
Opettaja ja muut läsnäolijat voivat saada siitä viitteitä vain oppilaan kom-
munikaation kautta (Joutsenlahti 2006). Oppilaan kommunikaatio voi olla
esimerkiksi puhuttua tai kirjoitettua. Perinteisessä koulumatematiikassa op-
pilaan vihko on helposti täynnä matematiikan symboleita ja numeroita. Täl-
löin opettajan on hyvin vaikea saada selvyyttä siitä, mitä oppilas on ajatel-
lut tehtävää ratkaistessaan. Myös oppilaan on vaikea hahmottaa ajatteluaan,
kun hän myöhemmin kertaa tekemiään tehtäviä tai etsii niistä apua haasteel-
lisimpiin tehtäviin.
Yksi tapa saada oppilaan ajattelua näkyviin on kielentäminen. Kielentä-
misessä oppilas kirjoittaa tai selittää omin sanoin tai kuvin ratkaisunsa mate-
matiikan tehtäviin. Kun oppilas avaa ajatusmaailmaansa kirjoittamalla omin
sanoin, tehtävän seuraaminen ja oppilaan ratkaisustrategian ymmärtäminen
helpottuu. Kun oppilas avaa symbolikielistä matematiikantehtävän ratkaisu-
aan, hänen on helpompi jäsentää ajatteluaan itselleen tai muille. Ajattelu
selkeytyy ja matematiikka saattaa helpottua, kun hän saa käyttää äidin-
kieltään apuna. Opettajakin saa hyvän kuvan siitä millaisena oppilas näkee
jonkin käsitteen, kun oppilas saa ilmaista käsitteen sisältöä valitsemallaan ta-
valla. Näitä tapoja on monia esimerkiksi puhe, kirjoitus ja piirtäminen ovat
hyviä apuvälineitä ajattelun näkyviin saamiseksi. Oppilas voikin käyttää mo-
nia eri kieliä avaamaan matemaattista ajatteluaan: matematiikan symboli-
kieltä (laskut), kuviokieltä (geometriset kuviot) ja luonnollista kieltä (äidin-
kieli) (Joutsenlahti, Kiulu 2010). Kielentämisen avulla oppilas voi perustella
paremmin käsityksiään ja vakuuttaa itsensä ja muut omien ajatustensa oi-
keellisuudesta. (Joutsenlahti 2003.)
Kielentäminen on tärkeässä roolissa myös oppilaan matematiikan käsit-
teiden muodostumisprosessissa. Kun oppilaat keskustelevat oppimistaan kä-
sitteistä omilla sanoillaan keskenään tai opettajan kanssa, he samalla reﬂek-
toivat ja jäsentävät omaa matemaattista ajatteluaan. Oppilaat voivat näin
myös vertailla ja arvioida omaa ja toistensa käsitteenymmärrystä (Joutsen-
lahti 2003.) Kun oppilas on harjaantunut kielentäjä, hän hahmottaa keskus-
telusta keskustelukumppaneidensa ajatuksia ja sen, miten he ymmärtävät
aiheena olevia matematiikan käsitteitä.
Kielentämisen avulla voidaan myös tukea oppilaiden siirtymistä matema-
tiikan maailmojen välillä. Kun konkretian maailmasta siirrytään kohti sym-
bolien maailmaa, saattavat matematiikan symbolit haastaa liikaa oppilaita.
Kun he totuttelevat symbolien käyttöön samalla kielentäen, ei välttämät-
tä kohdata normaaleja vaikeuksia. Monet nuoret ovat kertoneet matema-
tiikan symbolikielen olevan yksi matematiikan hämmentävimmistä asioista.
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Monet säännöt ja poikkeukset saattavat pelottaa oppilaita. Kun symbolikie-
leen tutustutaan rinnakkain oman äidinkielemme kanssa, kynnys matema-
tiikan opiskeluun saattaa madaltua. Tällöin konkretian maailma pysyy ehkä
paremmin symbolimaailman rinnalla. Opettajan on myös helppo löytää yk-
sittäisiä virhekäsityksiä, kun kielentäminen kulkee matematiikan maailmojen
kanssa käsi kädessä.
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3 Jakolasku ja murtoluvut peruskoulussa
Tässä luvussa on tarkoituksena käydä läpi mitä jakolaskuihin ja murtolu-
kuihin liittyviä sisältöjä kuuluu nykymuotoiseen peruskoulumatematiikkaan.
Luvussa tutustutaan kolmen suositun kirjasarjan avulla siihen, miten jako-
laskut otetaan niissä esiin. Aluksi selvennetään myös, mitä perusopetuksen
opetussuunnitelman perusteet (POPS 2004) määräävät jakolaskuista ja mur-
toluvuista alaluokilla.
Luvun loppupuolella käydään läpi seminaarityötäni varten tekemäni tut-
kimuksen tuloksia. Tutkimuksessa tutkittiin kuudesluokkalaisten jakolaskuo-
saamista. Luvussa myös verrataan saamiani tuloksia Laineen ja Huhtalan
(2003) teettämään samantyyppiseen tutkimukseen, jossa tutkittiin myös kuu-
desluokkalaisten jakolaskutaitoja. Samalla nostetaan esiin, mitä virhekäsityk-
siä ja epäselvyyksiä oppilaille jää alaluokkien jakolaskujen opetuksesta.
Luvun lopuksi on tehty koontia siitä, millaista nykymuotoinen jakolas-
ku opetus on alaluokilla. Samalla pohditaan, miten nykyinen opetus ja ylei-
set virhekäsitykset kohtaavat matematiikan opetuksessa. Pohditaan myös,
voivatko jotkut virhekäsitykset jopa voimistua nykyisen jakolaskuopetuksen
tuotoksena.
3.1 Jakolasku ja murtoluvut vuoden 2004 perusopetuk-
sen opetussuunnitelman perusteissa
Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa (POPS, 2004) on määrät-
ty valtakunnalliset opetuksen tavoitteet sekä keskeiset sisällöt. Matematii-
kan osalta perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet on jaettu kolmeen
osaan: vuosiluokat 1 ja 2, vuosiluokat 35 ja vuosiluokat 69. Jokaisessa osas-
sa on esitetty vuosiluokkien matematiikan opetuksen tavoitteet sekä keskeiset
sisällöt. Opetussuunnitelman perusteet esittävät myös jokaisen osan lopussa
kyseisten vuosiluokkien päätösarvosanoille hyvän osaamisen kriteerit.
Jakolasku on peruslaskutoimituksena läsnä jokaisessa opetussuunnitel-
man osassa. Myös murtoluvut tulevat koululaisille tutuiksi jo ensimmäisiltä
luokilta lähtien. Tärkeimpiä tämän työn kannalta ovat kaksi ensimmäistä
osaa, eli vuosiluokat 15. Seuraavaksi tarkastellaan, mitä sisältöjä jakolas-
kuista ja murtoluvuista on määrätty keskeisiksi valtakunnallisessa opetus-
suunnitelmassa.
Vuosiluokkien 1 ja 2 matematiikan opetuksen päätehtävinä ovat mate-
maattisen ajattelun kehittäminen sekä perustaitojen, kuten keskittymisen,
kuuntelemisen ja kommunikoinnin, harjoitteleminen. Myös kokemusten hank-
kiminen matemaattisista käsitteistä ja rakenteista on tärkeässä roolissa.
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Jakolasku sekä murtoluvut tulevat tutuiksi aihepiirissä luvut ja lasku-
toimitukset, jossa murtolukujen ja jakolaskun opetteleminen on sidottu kon-
kreettisten apuvälineiden käyttöön. Välineiden avulla on tarkoitus harjoitella
jakolaskua, murtolukuja sekä erilaisia laskutapoja.
Ensimmäisillä luokilla opetus keskittyy lähinnä konkreettisiin havaintoi-
hin, joiden avulla matematiikkaa lähdetään rakentamaan. Opetuksen on siis
tarkoitus pitäytyä välineiden käytössä ja arkielämässä. Toisen luokan päät-
tyessä hyvän osaamisen kriteereihin on määrätty, että oppilaan tulee ym-
märtää peruslaskutoimitukset. Eli 8vuotiaiden lasten tulisi ymmärtää ja-
kolasku. Murtoluvuista hyvän osaamisen kriteereissä mainitaan, että toisen
luokan päättävä oppilas tunnistaa ja osaa esittää apuvälineillä yksinkertaisia
murtolukuja.
Kolmannella luokalla oppilaat siirtyvät havaintojen ja konkretian maa-
ilmasta laskutoimitusten maailmaan. Tärkeimpiä tehtäviä on oppilaan ma-
temaattisen ajattelun kehittäminen sekä lukukäsitteen ja peruslaskutoimi-
tusten varmentaminen. Tällä ajanjaksolla oppilaat oppivat jakamaan jako-
kulmassa tai allekkain. Jakolasku myös jakaantuu kolmeen tärkeään osaan.
Murtolukujen käsittelykin laajentuu symbolien maailmaan. Luvut ja lasku-
toimitukset aihepiiristä oppilaiden tulisi oppia (POPS, 2004):
• sisältöjako, ositusjako ja jaollisuus
• murtoluvun käsite, murtolukujen muunnokset
• desimaaliluvun käsite
• murtoluvun, desimaaliluvun ja prosentin välinen yhteys
• murtolukujen ja desimaalilukujen yhteen- ja vähennyslaskua sekä ker-
tominen ja jakaminen luonnollisella luvulla.
Viidennen luokan päättyessä hyvän osaamisen kriteerit sisältävät määrit-
televät, että hyvä oppilas osaa esittää erilaiset laskutoimitukset kirjallisesti ja
suullisesti ja tietää eri laskutoimitusten väliset yhteydet. Hyvä oppilas myös
osaa tuloksen suuruusluokan ja tarkistaa vastauksensa. Hänen tulee myös
osata arvioida vastauksen mielekkyyttä. Oppilaan tulisi myös osata murtolu-
kuihin liittyvät käsitteet sekä osata ilmaista erilaisia murtolukuja eri tavoin.
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3.2 Jakolasku ja murtoluvut peruskoulun oppikirjoissa
Tein sisältöanalyysin kolmelle suositulle alakoulun oppikirjasarjalle. Nämä
kirjasarjat olivat kustannusyhtiö Sanoma Pro:n Laskutaito, Otavan Tuhat-
taituri ja Tammen Matikkamatka. Nämä oppikirjat noudattavat melko or-
jallisesti peruskoulun opetussuunnitelman määrittämiä keskeisiä asioita. Ja-
kolaskuun tutustutaan kirjoissa Tuhattaituri 2a (Asikainen et al. 2011) ja
Uusi Matikkamatka 2 kevät (Putkonen et al., 2010) toisella luokalla, kuten
perusopetuksen opetussuunnitelmassa määrätäänkin. Poikkeuksena on Sano-
ma Pro:n Laskutaito-sarja, jossa jakolasku käydään vasta kolmannen luokan
kirjassa Laskutaito 3, syysosa (Sintonen et al., 2012). Suomalaiset kirjat nou-
dattavat jakolaskun kanssa samaa linjaa kuin maailmalla. Tätä linjaa tukee
myös luvussa 2 esitetty teoria jakolaskutaidon oppimisesta. Jakolasku käy-
dään siis läpi ensimmäinen kerran yksi yhteen -periaatteen mukaisen jakami-
sen, eli ositusjaon, pohjalta.
Ositusjaosta siirrytään kaikissa kirjasarjoissa suoraan sisältöjakoon. Si-
sältöjako ja ositusjako ovatkin eroteltu todella selkeästi kaikissa kirjasarjois-
sa. Oppilaat harjoittelevat erikseen jakamista tietylle määrää henkilöitä se-
kä jakamista tietyn kokoisiin ryhmiin. Tammen Uusi Matikkamatka 2 kevät
(Putkonen et al., 2010) on siitä mielenkiintoinen kirja, että kaikki sen sisäl-
töjakolaskut ovat muotoa "kuinka monta kertaa sisältyy?"ja kaikki laskut
ovat täysin samantyyppisiä rahalaskuja, esimerkiksi 30 euroa jaetaan 3 eu-
ron ryhmiin. Uusi Matikkamatka -sarja ei palaa sisältöjakoon toisen luokan
jälkeen. Kirjassa Uusi Matikkamatka 3 syksy (Putkonen et al.,2008) käsitel-
lään vain ositusjakoa ja jakojäännöstä. Kevään kirjassa Uusi Matikkamatka
3 kevät (Putkonen et al., 2009) painopiste on murtoluvuissa.
Kirjassa Uusi Matikkamatka 2 kevät (Putkonen et al., 2010) ositusjako ja
sisältöjako ovat esitetty kuvilla, joissa jaettavat on ryhmitelty niiden luon-
nollisten ryhmittelytapojen mukaisesti. Ositusjako esimerkit on jaettu jaka-
jan mukaan ryhmiin ja sisältöjaon esimerkkitehtävät osamäärän mukaisiin
ryhmiin. Samalla tavalla asia esitetään myös Tuhattaituri 2a kirjassa (Asi-
kainen et al., 2011). Tuhattaituri sarjassa ositus- ja sisältöjako on erotettu
toisistaan huomaamattomammin. Esimerkiksi kirjassa Tuhattaituri 3a (Asi-
kainen et al., 2009) molemmat jakolaskutyypit ovat saman Jako yhtä suuriin
ryhmiin -otsikon alla. Jakolaskutyypit erottaa toisistaan esimerkit, joissa on
esitetty kummallekin tyypille tyypillinen tapa ryhmitellä jaettava asia.
Ositus- ja sisältöjaon jälkeen viimeistään kolmannella luokalla oppilai-
den eteen isketään sen kummemmin selittelemättä käsite jakojäännös, jon-
ka jälkeen harjoitellaan jakojäännöksen kirjoittamista. Jakojäännöstä har-
joitellaan kaikissa kirjasarjoissa hyvin samantyyppisillä tehtävillä, joissa jae-
taan esimerkiksi mukeja tietylle määrälle henkilöitä. Jakojäännöksistä, kuten
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muistakaan jakolaskuista, ei ole lähes yhtään soveltavia tehtäviä.
Ainoa tutkimani kirjasarja, jossa jakolaskut ja murtoluvut ovat samassa
kappaleessa on Otavan Tuhattaituri. Kirjasarjassa jakolaskut ja murtoluvut
käydään ensimmäisen kerran läpi toisen luokan syksyllä kirjassa Tuhattai-
turi 2a (Asikainen et al., 2011), eli aikaisemmin kuin muissa kirjasarjoissa.
Tässä kirjassa jakolaskujen ja murtolukujen esittäminen alkaa yhtä suuriin
osiin jakamisella (ositusjako), josta siirrytään yhtä suuriin ryhmiin jakami-
seen (sisältöjako). Jakolaskujen jälkeen siirrytään sulavasti murtolukuihin ja-
kamalla ympyröitä yhtä suuriin osiin. Kolmannella luokalla kuitenkin myös
Tuhattaituri-sarja erottaa murtoluvut ja jakolaskut. Tuhattaituri 3a (Asikai-
nen et al., 2009) jatkaa jakolaskuista ja murtoluvut tulevat koululaisille vasta
seuraavassa kirjassa Tuhattaituri 3b (Asikainen et al., 2009).
Kaiken kaikkiaan kaikki tutkitut kirjasarjat esittävät jakolaskun melko
samalla tavalla. Ositusjako on luonnollinen tapa päästä vauhtiin jakolaskuis-
sa. Myös tehtävät ovat kaikissa kirjasarjoissa hyvin samanlaisia. Lähes poik-
keuksetta jokaista jakolaskuun liittyvää asiaa harjoitellaan joka kirjassa vain
yhden tyyppisillä tehtävillä. Pahimmillaan, kuten Tammen Uusi Matikka-
matka 2 kevät (Putkonen et al., 2010) kirjassa, kaikki yhden aiheen tehtävät
ovat aivan samanlaisia. Toki luvut muuttuvat, mutta konteksti säilyy sama-
na. Toisaalta nuorten koululaisten on tärkeä saada laskurutiinia. Lapset saat-
taisivat mennä sekaisin, jos tehtävätyypit vaihtelisivat hyvin paljon. Aineen-
opettajana jäin kuitenkin kaipaamaan kirjoihin hieman vaihtelua, tai edes
jotain motivoivaa lisätehtävää, kaiken rutiinia kasvattavan toiston ohelle.
3.3 Alakoululaisten jakolaskuosaaminen
Tässä luvussa esitellään kuudesluokkalaisten jakolaskuosaamista seminaari-
työtäni varten tekemäni tutkimuksen pohjalta. Tutkimuksessa tutkittiin yh-
den kuudennen luokan jakolaskukäsitteen ymmärrystä ja osaamista. Tutki-
muksen tarkoituksena oli selvittää, mitä vaikeuksia kuudesluokkalaisilla on
jakolaskuissa ja selventää heidän ratkaisujensa taustalla olevia strategioita.
Tutkimus toteutettiin kuusiosaisella kyselylomakkeella (Liite 1), jossa pyrit-
tiin avaamaan oppilaiden jakolaskuihin liittyviä ratkaisustrategioita erilaisten
tehtävätyyppien ja kielentämisen avulla. Kielentämistä käytettiin erityisesti
hyväksi sanallistamistehtävissä, joissa oppilaan piti kirjoittaa sanoin, mitä
esitetyssä laskussa tapahtuu missäkin vaiheessa. Tutkimusaineisto kerättiin
Helsinkiläisen peruskoulun yhdeltä kuudennelta luokalta talvella 2012. Tut-
kimuslomakkeeseen vastasi 25 oppilasta. Heistä tyttöjä oli 14 ja poikia 11.
Kaiken kaikkiaan yksinkertaiset jakolaskut olivat oppilailla hyvin hallin-
nassa. Suurimmat vaikeudet aiheutuivat sanallistamisesta ja kielentämises-
tä, sillä se oli monille oppilaille uusi menetelmä. Oppilaiden oli vaikea il-
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maista omia ratkaisustrategioitaan, vaikka itse lasku olisi ollut heille helppo.
Toisaalta, jos laskut ovat hyvin omaksuttuja, niin omaa strategiaa voi olla
hyvin hankala hahmottaa. Kuitenkin oppilaat, jotka osasivat ja olivat ym-
märtäneet jakolaskuihin liittyvät asiat, selvisivät sanallistamisesta hyvin. Jos
oppilas osaa muotoilla ajatuksensa sanoiksi, hän on myös jäsentänyt asian
osaksi omaa ajatusmaailmaansa.
Tutkimustuloksista kumpuaa kuitenkin muutama hyvin huolestuttava yk-
sityiskohta oppilaiden jakolaskuosaamisessa. Hyvin hankalaksi havaittu las-




keksityissä tehtävissä, joista monessa esimerk-
kitehtävässä luku 12 oli jaettu neljällä. Oppilailla on hyvin vahva miniteo-
ria siitä, että jakolaskussa jaetaan aina suurempi luku pienemmällä. Saman
miniteorian on havainnut myös esimerkiksi Huhtala (2000) lähihoitajien ma-
tematiikkakäsitystä tutkiessaan. Tämä käsitys voi aiheuttaa paljon ongelmia
oppilaiden tulevaisuudessa.
Monet oppilaat myös laskivat systemaattisesti jakolaskut väärinpäin. Toi-
nen samantyyppinen virhe oli, että oppilaat merkitsivät laskun väärinpäin,
vaikka olisivat osanneet laskea sen. Esimerkiksi laskun 10:6 vastaus oli pe-
rusteltu kirjoittamalla "10 ei mene 6". Tämä jakolaskun väärinpäin laskemi-
nen saattaa osin johtua puheesta. Tarkastellaan tarkemmin laskua 10:6. Kun
laskusta puhutaan ääneen, kysytään usein, että kuinka monta kertaa luku
6 menee/sisältyy lukuun 10. Sisältöjaon suomenkielisessä ilmaisutavassa siis
jakaja mainitaan ennen jaettavaa. Kun lasku kirjoitetaan paperille, täytyy
kirjoittajan ymmärtää, että ensin sanottu luku kirjoitetaankin viimeiseksi.
Puhetapa saattaa siis ilman oikeaa ymmärrystä tukea käsitystä siitä, että
lasku "kuinka monta kertaa 6 sisältyy lukuun 10?"lasketaankin 6:10.
Lomakkeeseen laitetut kertolaskuntehtävät paljastivat myös yhden vir-
hekäsityksen, josta saatiin viitteitä myös muista tutkimuksen osista. Osalla
oppilaista sekoittuu kerto- ja jakolasku yhteen- ja vähennyslaskuun. Selvitet-
täväksi jää, onko tällä mahdollisesti jotain tekemistä sen kanssa, että kerto-
lasku opetetaan toistuvana yhteenlaskuna.
Yksi huolestuttavimmista tuloksista oli kuitenkin jakojäännöksen roik-
kuminen vielä 12-vuotiaiden oppilaiden vastauksissa. Yläkoulussa jakojään-
nöksellistä vastausta ei enää suvaita, joten alakoulun loppumetreillä tämän
vastaustavan pitäisi olla poistunut. Jakojäännöksen olemusta ei ymmärretä,
vaan sitä kuljetetaan laskun lopussa ilman sen suurempaa ajatusta. Keskus-
teluun voisikin nostaa sen, tarvitaanko jakojäännös-käsitettä ollenkaan. Voi-
siko jakojäännöksen opettamisen korvata sillä, että murtoluvut ja jakolaskut
opetettaisiin käsikädessä luvun 2.2.5 tapaan? Arkielämässäkään jakojäännös-
käsitettä ei juuri esiinny, vaan esimerkiksi ruoka tai eurot jaetaan lähes poik-
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keuksetta kokonaista pienempiin osiin, jos jako ei muuten mene tasan.
Lomakkeessa oli myös tietoisesti käytetty erilaisia jakomerkkejä. Tällä
pyrittiin selvittämään vaikuttaako merkki oppilaan osaamiseen. Laskimissa
sekä ulkomailla esiintyvä jakomerkki ÷ oli oppilaille hyvin vieras, eikä suurin
osa tiennyt mitä se tarkoittaa. Oppilaille tutut merkit olivat : ja murtoviiva.
Oppikirjoissa näitä molempia käytetään melko paljon. Heikompia oppilaita
voisi helpottaa, jos yhtä merkkiä käytettäisiin systemaattisesti.
Neljäsluokkalainen arvosanan 7 matematiikasta viimeksi saanut poika teki
kevennetyn version kuudesluokkalaisille tarkoitetusta jakolaskulomakkeesta.
Tulokset olivat hyvin samansuuntaisia kuin kuudesluokkalaisilla. Jakojään-
nös tuntuu uudelta ja vähän haastavalta asialta, vaikka kaikki laskut sujuvat
kyllä hyvin. Suurimmat ongelmat löytyvät yhtälönratkaisutyyppisistä teh-
tävistä, laisinkin jakolaskulausekkeista muodostetuista yhtälöistä. Jaettavan
luvun päättely onnistuu jollain tavalla kertolaskuun nojaten (kuten pitää-
kin tehdä), mutta laskuvirheiden vuoksi kaikki nämä laskut menevät väärin.
Jakajan päätteleminen osoittautui hyvin haastavaksi, eikä neljäsluokkalaisen
ratkaisustrategiat riittäneet siihen.
Vastaavanlaisia jakolaskuihin liittyviä virhekäsityksiä on esittänyt tutki-
musartikkelissaan myös esimerkiksi Laine ja Huhtala (2003). Yleisimpiä ja-
kolaskuihin liittyviä virhekäsityksiä oli heidän mukaansa (Laine & Huhtala,
2003):
• suurempi luku jaetaan aina pienemmällä
• jakolasku lasketaan vähennyslaskuna
• lisää tai poistaa lukuja, vaikka laskun idea on oikein
• laskee oikein, mutta ei osaa ilmaista vastausta oikein desimaali- tai
murtolukuna.
Kuten listasta nähdään, vastaavat Laineen ja Huhtalan tulokset todella
hyvin seminaarityössäni ilmenneitä vaikeuksia. Näistä havaituista virhekäsi-
tyksistä mielestäni suurinta huomiota vaativat virhekäsitykset ovat se, että
suurempi luku jaetaan aina pienemmällä ja murtolukujen ja jakolaskun yh-
teyden vaikeus. Jälkimmäiseen liittyy vahvasti myös jakojäännöskäsite, joka
saattaa tukea murtolukuesityksen vaikeutta. Myös sisältöjaon synnyttämä
kielellinen virhekäsitys tulisi nostaa opettajien tietoisuuteen. Tämän lisäk-
si myös jakomerkkiin voisi kiinnittää enemmän huomiota, jotta heikommat
oppilaat selviytyisivät paremmin muiden mukana koulumatematiikassa.
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3.4 Miten nykymuotoisen jakolaskuopetuksen synnyt-
tämät virhekäsitykset voitaisiin ehkäistä
Nykyisellään alaluokkien jakolaskuopetus on tarkkaan harkittu kokonaisuus.
Sillä on pitkä historia ja se on yleisesti hyväksytty ja hyvin suunniteltu. Pitkä
historia ja monet asiantuntijat opetuksen takana takaavat se, että nykymuo-
toinen jakolaskuopetus on toimiva paketti. Tästä huolimatta koululaisilla on
paljon vaikeuksia jakolaskuissa.
Jakolaskuopetus etenee samantapaisesti kuin luvussa 2 esitetyssä teorias-
sa. Liikkeelle lähdetään yksi yhteen -periaatteesta ja sen mukaan jakamisesta.
Tästä edetään jakolaskutyyppeihin ja harjoitellaan arvokasta laskurutiinia.
Jakolaskutyypit saattavat jäädä oppikirjojen perusteella koululaisille melko
erillisiksi ja irralliseksi toisistaaan, sillä kirjoista puuttuu soveltavat ja asioita
yhdistävät tehtävät. Luokanopettajalla on toki oma arsenaalinsa käytettävä-
nä, joilla kirjojen puutteita voi paikata.
Nykymuotoisesta jakolaskuopetuksesta jää myös paljon virhekäsityksiä
koululaisille. Esimerkiksi jakojäännösmuodon muuttaminen murtolukuesityk-
seen jää oppilaan ja opettajan omille harteille. Peruslaskutoimituksena jako-
lasku on läsnä kaikessa matematiikassa, jolloin siihen liittyvät virhekäsityk-
set voivat haitata myöhempiä matematiikan opintoja. Jos koulumatematiik-
ka puuttuisi aikaisemmin virhekäsitysten syntyyn, saattaisivat myöhemmät
matematiikan vaikeudet helpottua ja motivaatio matematiikan opiskeluun
kasvaa.
Kuten luvussa 3.3 nähtiin, on alakoulun päättävillä oppilailla paljon vai-
keuksia jakolaskuissa. Tässä alaluvussa käydään läpi tarkemmin jo aikaisem-
min mainittuja jakolaskuun liittyviä virhekäsityksiä. Samalla pohditaan, mi-
kä osa nykymuotoisessa alaluokkien jakolaskuopetuksessa synnyttää ja tukee
näiden virhekäsitysten syntymistä sekä vahvistumista. Pohditaan, miten vir-
hekäsitysten syntymistä voitaisiin kirjoittajan mielestä ehkäistä, jos jakolas-
kut opetettaisiin toisin kuin nykyisin. Luku on jaettu erilaisten virhekäsitys-
ten mukaan ja jokaista virhekäsitystä käsitellään erillisenä kokonaisuutena.
3.4.1 Jakojäännös ja vastauksen esittäminen murtolukuna
Peruskoululaisilla on vaikeuksia ilmaista jakolaskun vastaus murtolukuna.
Koululaiset oppivat alaluokilla ilmaisemaan jakojäännöksen avulla laskujen
vastaukset, kun jako ei mene tasan. Koululaisille opetetaan erillinen koko-
naisuus jakolaskuista ja murtoluvuista. Sen sijaan näiden maailmojen yhtey-
den hahmottaminen jää oppikirjoissa kovin vähälle huomiolle, jolloin näiden
kahden maailman yhdistäminen jää lapsen omille harteille.
Jos jakojäännös käsite ohitettaisiin koulussa, murtoluvut saisivat suurem-
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man roolin matematiikan opetuksessa. Jakojäännöslaskujen vastaukset tuli-
si ilmoittaa murto- tai sekalukuna. Tällöin sekaannusta aiheuttava siirtymä
jakojäännöslaskuista murtolukujen käyttöön poistuisi kokonaan koulumate-
matiikasta.
Jotta koululaiset voisivat laskea jakolaskuja, jotka eivät mene tasan, täy-
tyisi heillä olla hyvä käsitys murtoluvuista. Murtolukujen ymmärrys on vai-
keaa ja vaatii lapselta matemaattisia taitoja ja ikää. Jos koululaisilta vaa-
dittaisiin murtolukujen osaamista ennen jakolaskun opettelemista, saattai-
si jakolaskun opetus myöhästyä jopa muutamalla vuodella. Toisaalta pienet
koululaiset voisivat opetella yksi yhteen -periaatteen mukaista jakamista ala-
koulun ensimmäiset vuodet.
Jakojäännöskäsitteen pudottaminen koulumatematiikasta toisi matema-
tiikan opetusta käytännönläheisemmälle tasolle. Arkielämässä jakojäännös-
käsite on vieras ja harvoin kohdattu asia. Toisaalta ilman jakojäännöstä kou-
lumatematiikka saattaisi menettää osan matemaattisuudestaan. Jakojään-
nösilmaisu "jotain, jää jotain"toimii jakoyhtälön, ja sitä kautta myös koko
lukuteorian pohjustuksena.
Kaiken kaikkiaan jakojäännöksen poistaminen opetuksesta poistaisi han-
kaluutta murtolukujen, desimaalilukujen ja jakolaskun väliltä. Ei olisi outoja
poikkeuksia, joilla ei ole funktiota. Jakolasku olisi lähempänä arkielämää,
jolloin matematiikkakin saisi arkielämää lähemmän näkökulman.
3.4.2 Sisältöjako ja pienemmän luvun jakaminen suuremmalla
Edellisen alaluvun ajatuksiin murtolukujen ja jakolaskun yhteyden vaikeu-
desta liittyvät myös jakolaskut, joissa jaetaan luku sitä suuremmalla luvulla.
Tällaiset laskut aiheuttavat hankaluuksia alakoululaisille ja myös vanhem-
mille opiskelijoille. Tällaiset laskut helpottuisivat, jos lapsilla olisi vahvempi
käsitys murtoluvuista. Kuten edellisessä alaluvussa mainittiin, vaatii murto-
lukujen ymmärtäminen kokemusta ja ikää. Tällaisille laskuille voisikin va-
rata aikaa myöhemmillä koululuokilla sen sijaan, että ne vain putkahtavat
välillä esiin. Opetuksessa tulisi myös huomioida, että oppilaille ei muodos-
tu käsitystä siitä, että jakolaskuissa aina suurempi jaetaan pienemmällä. Jos
laskuja, joissa pienempi luku jaetaan suuremmalla, yritetään välttää, saavat
oppilaat helposti kuvan siitä, ettei jakolaskua voi suorittaa niin päin. Sa-
moin kuin vähennyslaskujen kohdalla, myös jakolaskuissa on tärkeä välttää
kyseisen virhekäsityksen syntymistä ennemmin kuin suojella lapsia hieman
haastavammilta laskuilta.
Sisältöjaon suomenkielinen esitystapa "Kuinka monta kertaa 2 sisältyy
lukuun 6"tukee lasten virhekäsitystä siitä, että lasku lasketaan tai merkitään
2/6. Opetuksessa tulisikin huomioida tämä asia. Muissa peruslaskutoimituk-
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sissa puheesta ei saa näin ristiriitaista kuvaa laskutoimituksen järjestyksestä.
Oppilaille syntyy helposti matemaattiseen ajatteluunsa vääränlainen käsitys
siitä, miten jakolasku perustellaan sisältöjaon avulla.
3.4.3 Jakomerkki vs. murtomerkki
Koulumatematiikassa on tällä hetkellä monia jakolaskuun palautuvia asioita.
Esimerkiksi suhde ja verranto ovat yksinkertaisesti vain jakolaskuja. Tämän
lisäksi myös murtoluvut voidaan ajatella jakolaskun avulla. 1/3 luvusta a
voidaan ajatella osuutena tai jakolaskuna a/3. Yksi asia, mikä koululaisia
saattaa hämätä kaikissa jakolaskuun palautuvissa tilanteissa on, että samal-
le jakolaskulle käytetään monia eri merkkejä. Jakolaskun suomalainen merk-
ki : kilpailee laskimissa usein olevan ulkomailla käytetyn jakolaskumerkin ÷
kanssa. Joskus myös kenoviiva merkitsee jakolaskua. Näiden lisäksi murtovii-
vaa käytetään usein jakolaskun merkitsemiseen. Sopisikin ehkä miettiä, tar-
vitaanko kaikkia merkkejä. Riittäisikö esimerkiksi murtoviivan käyttö katta-
maan kaikki jakolaskuun palautuvat laskut. Esimerkiksi suhde ja mittakaava
voitaisiin esittää murtoviivan avulla. Tällöin myös heikompien oppilaiden oli-
si helpompi pysyä kärryillä matematiikan opetuksessa. Heitä saattaa hämätä
se, että samoja laskuja merkitään välillä erilaisella merkillä.
Opettajien tulisi huomioida käyttämänsä merkit koko oppilaiden koulu-
taipaleen ajan. Merkeistä olisi ehkä hyvä myös keskustella oppilaiden kanssa.
Miksi on tarvittu niin monta merkkiä merkitsemään samaa laskutoimitusta?
Mikä on merkkien ero? Jos oppilaat pääsisivät keskustelemaan hämmentä-
vistä asioista, eivät ne aiheuttaisi varmastikaan niin paljon ongelmia.
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4 Jakolaskun oppimista tukevia tehtäviä
Tähän lukuun on koottu kaiken työssä edellä mainitun pohjalta muutamia
erilaisia tehtäviä, joilla voidaan tukea nuorten koululaisten jakolaskujen op-
pimista. Aikaisemmassa luvussa mainittiin jo, että oppikirjoissa laskurutiinia
kasvattavat perustehtävät täyttävät lähes koko kirjan. Tässä luvussa olevien
tehtävien avulla jakolaskun ja samalla murtolukujen oppimista voidaan te-
hostaa ja samalla saadaan hieman erilaisia tehtäviä piristämään matematii-
kan tunteja. Jokaisessa alaluvussa on esitetty jakolaskuosaamista mahdol-
lisesti tukevia tehtäviä, joita käyttäjä voi soveltaa haluamalleen alakoulun
luokalle tasosta riippumatta. Tehtävät ovat tarkoituksella avoimia. Niiden
tehtävänä on antaa ideoita ja suuntaa siitä, minkälaiset tehtävät saattaisi-
vat vähentää virhekäsitysten syntymistä. Tarkoitus on tuoda uusi ja erilainen
näkökulma perinteisen opetuksen rinnalle. Tehtävätyyppejä on testattu 79-
vuotiailla lapsilla, jotka suoriutuivat kaikista tehtävistä todella hyvin. Luvun
aluksi käydään läpi yhteenvetoa siitä, miksi nämä tehtävät ovat tarpeellisia
ja hyödyksi.
4.1 Miksi nämä tehtävät?
Sally Roberts (2003) esittelee erään esikouluopettajan käyttämää Välipala-
matematiikkaa (engl. Snack Math), jossa esikoululaisia motivoidaan välipa-
lakeksien avulla tutustumaan jakolaskuihin. Esikoululaiset saavat 3-4 hen-
gen ryhmissä eteensä 9-14 välipalakeksiä, jotka heidän tulee jakaa. Ennen
jakamista he arvioivat yhdessä, kuinka monta kukin tulee saamaan. Tämän
jälkeen suoritetaan jako ja lopuksi esikoululaiset miettivät yhdessä, miten
he kertovat muulle ryhmälle, kuinka jako suoritettiin. Kun lapset keskuste-
levat ja pohtivat vertaisiensa kanssa matematiikan kielellä ongelmia, oppi-
minen tehostuu (Joutsenlahti, 2003). Myös alakoulun ensimmäisillä luokilla
kannattaisi hyödyntää sekä konkretian käyttöä että kielentämistä opetukses-
sa. Näiden avulla pystytään tukemaan parhaiten lapsen oman ajattelun ja
matemaattisten taitojen kehitystä.
Luvussa 2 käsitellystä teoriasta saadaan paljon vinkkejä siihen, miten las-
ten jakolaskuosaamista voitaisiin tukea niin, että osaaminen kasvaisi luon-
nollisella tavalla. Lapsen luonnollinen taipumus jakaa asioita yksi yhteen 
vastaavuuden avulla tarjoaa hyvän lähtökohdan jakolaskun opetukselle. Sa-
malla täytyy kuitenkin huomioida luvussa 2.2 esitellyt muut jakolaskuosaa-
miseen vaikuttavat tekijät, kuten jaettavien ryhmittely sekä jakolaskuihin
liittyvien käsitteiden oikeanlainen muodostuminen. Kun otetaan vielä huo-
mioon Talln (2004) esittämä havaintojen maailma ja konkretian tärkeys,
havaitaan, että jakolaskuosaaminen onkin hyvin monen pienen palan sum-
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ma. Perusopetuksen opetussuunnitelmien perusteissakin (POPS, 2004) il-
maistaan hyvin selvästi, että toisen ja kolmannen luokan välissä siirrytään
konkretiasta kohti symboleita ja laskutoimituksia. Tämä vastaa täysin Talln
(2004) havaintojen maailmasta symbolien maailmaan siirtymistä.
Samalla, kun tuetaan lasten jakolaskuosaamisen kehitystä, voidaan myös
alustaa jakolaskun avulla murtolukujen käsitettä. Nunesin (2008) näkemyk-
set jakolaskun ja murtolukujen yhteydestä antavat paljon materiaalia lasten
murtolukukäsitteen pohjustamiseksi. Jos alaluokilla panostetaan murtoluku-
jen luokitteluun ja suuruusjärjestykseen sekä murtolukuihin tutustumiseen,
saattaa jakojäännöksestä luopuminen ja murtolukuihin liittyvät laskut muu-
tenkin helpottua myöhemmillä luokilla.
4.2 Jakojäännös ja kielentäminen
Tehtävien ideana on tukea kielentämisen avulla murtolukujen ja jakolaskun
välistä yhteyttä. Tehtävien jakolaskuissa käytetään myös tarkoituksessa pel-
kästään murtoviivaa jakolaskun symbolina. Näin korostetaan murtolukujen
vahvaa roolia tehtävissä. Aluksi on muutama orientoitumistehtävä, joiden
avulla saadaan ajatukset ohjattua jakolaskuihin. Lopuksi on ryhmässä rat-
kaistava tehtävä, jonka pohjalla on edessä esitelty välipalamatematiikka.
4.2.1 Orientoitumistehtävä
Jotta aiheeseen päästään hyvin käsiksi, ratkotaan aluksi lyhyitä jakolasku-
tehtäviä. Tehtävänä on jakaa ympyröitä (voivat olla esimerkiksi piirakoita tai
pizzoja) tietylle määrälle ihmisiä. Tehtävän apuna voidaan käyttää murto-
kakkuja konkretisoimaan murtolukujen yhteyttä jakamiseen. Oppilas voidaan
pyytää jakamaan murtokakku mille vaan ihmismäärälle, jolle löytyy murto-
kakkusarjasta osiin jaettu kakku. Kun jako on suoritettu, oppilaalta kysytään
jatkokysymyksiä, joiden avulla murtoluvut konkretisoituvat yhä. Samalla op-
pilas selittää suullisesti tai kirjallisesti, miten tehtävä etenee. Seuraavaksi on
esimerkki tehtävästä, jossa murtokakku jaetaan neljälle ihmiselle.
Tehtävänä on jakaa kokonainen murtokakku neljälle ihmiselle. Näytetään
oppilaalle kokonaista murtokakkua ja pyydetään oppilasta näyttämään sor-
mella, miten kakku jaetaan. Kun oppilas on onnistunut, pyydetään häntä
etsimään oikeankokoiset palat murtokakkupaloista. Kysytään seuraavat ky-
symykset:
• Mitä murtolukua yksi pala vastaa?
• Mitä murtolukua kokonainen kakku vastaa?
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• Miten kirjoitat paperille tekemäsi jakolaskun?
• Mitä jos ihmisiä olisi yksi vähemmän? Kuinka paljon jää paloja yli?
Mitä jäljelle jääneelle palalle voitaisiin tehdä?
Tarkoituksena on saada lapselle idea siitä, että ylijäänyt kakkupala voi-
daan jakaa jäljellä olevien jakajien kesken. Tehtävä voidaan tehdä useamman
kerran eri luvuilla. Tehtävä voidaan myös tehdä pienissä ryhmissä tai pareit-
tain, jolloin toinen on kyselijä ja toinen suorittaa tehtävää. Tämän jälkeen
roolit ja luku vaihtuvat. Pareittain tehtynä tehtävään saadaan paljon keskus-
telua vertaisten kanssa, jolloin kielentämisen rooli korostuu.
4.2.2 Ryhmätehtävä
Tehtävänä on jakaa tietty määrä jotain lapsille konkreettista asiaa, kuten
keksejä tai suklaata, niin että kaikki jakamassa olevat saavat saman verran
jaettavaa asiaa. Tehtävä siis mukailee edellisessä alaluvussa esiteltyä Sally
Robertsin (2003) kehittämää välipalamatematiikkaa. Tarkoituksena on kui-
tenkin tutustuttaa lapsia jakojäännökseen, jolloin jaettavaa asiaa ei tulisi olla
tasamäärää. Aluksi lapset keskustelevat pienissä ryhmissä siitä, miten tehtä-
vä ratkaistaan. Tämän jälkeen lapset suorittavat jaon. Lopuksi lasten täytyy
kirjoittaa tai kertoa sanallisesti, miten jako suoritettiin ja perustella ratkai-
sunsa. Koko luokan kanssa käydään yhdessä läpi kaikkien ryhmien ratkaisu-
tavat ja pohditaan niissä esiintyviä eroja. Tällä tavoin saadaan hyödynnettyä
kielentämistä opetuksessa ja saadaan oppilaat keskustelamaan jakolaskuun
liittyvistä asioista vertaistensa kanssa. Jos joku ryhmä ei ole osannut jakaa
suklaata tai keksiä yksikköä pienempiin paloihin, saattaa tehtävän koonti
auttaa lapsia oivaltamaan sen, että yksi keksi tai suklaapala voidaan jakaa
osiin. Jos orientoitumistehtävässä ei ole ollut ongelmia jakojäännöksen ja-
kamisen kanssa, tässä tehtävässä voidaan käyttää haastavampia jakolaskuja.
Seuraavaksi esiteltävät testissä käytössä olleet laskut ovat myös toimivia.
Tehtävää testattiin 20 7-vuotiaalla lapsella. Lapset jaettiin neljän hengen
ryhmiin. Jokainen ryhmä sai ratkaistavakseen tehtävän, jossa muovailuva-













. Lapset aloittivat itsevarmasti teh-
tävän pohtimisen ja onnistuivat siinä loistavasti. Jokainen ryhmä sai jaettua
keksit osiin ja kaikki osasivat myös muodostaa oikean vastauksen murtoluku-
jen avulla. Haastavin tehtävä oli lasku
5
3
, jossa jää kaksi ylimääräistä keksiä
jaettavaksi kolmelle. Kaiken kaikkiaan tehtävät olivat lasten mielestä todel-
la helppoja, eivätkä he kokeneet murtolukujen ja jakolaskun yhdistämistä
näin varhain outona. Jos jakojäännöstehtävät tuntuvat helpoilta, voi antaa
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oppilaille lisää haastetta laittamalla monille laskuja, joissa jakojäännökseksi
jää kaksi tai enemmän. Tällöin oppilaat joutuvat pohtimaan myös jakolasku-









). Tehtävää voi myös varioida antamalla lapsille keksien tai suklaan
sijaan pizzan tai piirakan. Tällöin murtolukujen ja jakolaskun yhteys voimis-
tuu yhä. Näin syntyy tilanteita, joissa jokin kokonaisuus jaetaan osiin. Kon-
kreettisten lapsille tuttujen asioiden jakaminen pitää tehtävän ensimmäisten
koululuokkien vaatimalla konkretian tasolla. Murtoluvut eivät sisälly tehtä-
vän laajuudessa ensimmäisten luokkien opetussuunnitelmaan, mutta ne ovat
silti monille lapsille konkretian kautta tuttuja. Kun keksiä paloitellaan, niin
oikean kokoiset palat on helppo löytää vertailemalla niitä toisiinsa ja siirtä-
mällä pieniä paloja suuremmasta palasta pienempään. Monille lapsille, joilla
on sisaruksia, tällaiset jakamisongelmat saattavat olla arkipäivää.
Tällainen tehtävätyyppi on myös olennainen, kun siirrytään kolmannel-
le luokalle ja kohti symbolien ja laskutoimitusten maailmaa. Konkreettisilla
tehtävillä voidaan tuoda esimerkiksi jakolaskun tai murtolukujen symbolis-
ta esitysmuotoa lähemmäs oppilaan omaa ajattelua. Samalla peruslaskutaito
varmistuu, kun oppilaat saavat käyttää havaintomaailmaa laskemisen tuke-
na.
4.3 Jakajan tai osamäärän mukaan ryhmittely
Tarkoituksena on ratkaista erilaisia sanallisia jakolaskutehtäviä joko ryhmis-
sä tai yksittäin. Tehtävät ovat konkreettisia arkielämässä esiintyviä jakamis-
tilanteita, joissa jaettava ryhmitellään joko jakajan tai osamäärän mukaan
ryhmiin. Tarkoituksena on myös pohtia, mitkä ovat laskun jakaja, jaettava
ja osamäärä. Lopuksi oppilaita voidaan myös pyytää piirtämään kuva ti-
lanteesta, jossa lasku on suoritettu. Tällöin oppilaat, voivat nimetä kuvaan
jakolaskun käsitteet. Näin konkretia korostuu entisestään.
Pienissä ryhmissä tehtynä lapset joutuvat keskustelemaan keskenään rat-
kaisusta, jolloin heidän matemaattinen ajattelunsa ja jakolaskukäsitteenmuo-
dostuksensa kehittyy. Yksin tehtävänä tehtävät auttavat myös jakolaskujen
oppimista, sillä oppilas joutuu pohtimaan myös tällöin käsitteitä jakaja, jaet-
tava ja osamäärä. Lopuksi on muutama tehtävä esimerkkinä siitä, minkälaisia
tehtävät voivat olla. Tarkoituksena on siis muodostaa laskuja samanlaisista
tilanteista, joissa jaettavaa asiaa täytyy ryhmitellä eri tavoin.
1. Laske seuraavat laskut.
• Kuinka monelle lapselle riittää pullia, kun 8 pullaa jaetaan niin,
että kaikki saavat 2 pullaa?
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• Kuinka monta pullaa kumpikin saa, kun 2 lasta jakaa 8 pullaa?
Nimeä laskun jakaja, jaettava ja osamäärä.
Piirrä kuvat laskujen tilanteista. Nimeä kuviin jakaja, jaettava ja osa-
määrä.
2. Laske seuraavat laskut.
• Kuinka monta keksiä 4 lasta saavat, kun keksejä on yhteensä 12?
• Kuinka monelle lapselle riittää keksejä, kun keksejä on 12 ja jo-
kainen lapsi haluaa 4 keksiä?
Nimeä laskun jakaja, jaettava ja osamäärä.
Piirrä kuvat laskujen tilanteista. Nimeä kuviin jakaja, jaettava ja osa-
määrä.
3. Laske seuraavat laskut.
• Opettaja haluaa jakaa 3 parhaalle oppilaalle kaikille 2 ruusua,
kuinka monlta ruusua opettaja tarvitsee?
• Opettaja jakaa jokaiselle luokan tytölle kaksi omenaa. Omenoita
kuluu 8. Kuinka monta tyttöä luokalla on?
Nimeä laskun jakaja, jaettava ja osamäärä.
Piirrä kuvat laskujen tilanteista. Nimeä kuviin jakaja, jaettava ja osa-
määrä.
4.4 Sisältö- ja ositusjako
Jakolaskujen hyvä osaamisen sisältää taidon hahmottaa minkälaiset tehtä-
vät ovat sisältöjakoa ja minkälaiset tehtävät ositusjakoa. Lisäksi sisältöjakoa
tulisi harjoitella ja painottaa opetuksessa, jotta aiemmin mainittu sisältö-
jaon aiheuttama hämmennys väistyisi. Sisältöjakokäsityksen täytyy olla vah-
va, jotta puhe tai ajattelu ei häiritse laskun suorittamista. Sisältöjakotaitoa,
matemaattista ajattelua sekä soveltamistaitoa voidaan harjoittaa esimerkiksi
tehtävillä, joissa lapsen täytyy keksiä itse sanallinen tehtävä esitetystä ku-
vasta tai laskusta. Lapsen täytyy myös itse ratkaista lasku. Laskuja tai kuvia
varioimalla saadaan kattavasti tehtäviä, joissa tarkoituksena on vahvistaa
sekä sisältöjaon hallitsemista että taitoa jakaa pienempi luku suuremmalla.
Seuraavassa on esimerkkejä mahdollisista laskuista ja tehtävätilanteista:








2. Keksi jakolaskuun liittyvä sanallinen tehtävä kuvan tilanteesta ja rat-
kaise se.
• Kuva jossa on kolme piirakkaa ja kaksi ihmistä
• Kuva, jossa yksi pizza jaetaan kolmelle ihmiselle
• Kuva, jossa kaksi pizzaa jaetaan kuudelle ihmiselle
Jälkimmäisessä tehtävässä on ideana myös, että oppilaat oivaltaisivat, että
kun pizzojen määrä kasvaa samassa suhteessa ihmisten määrän kanssa, pysyy
yhden ihmisen osuus samana.
Ensimmäisille luokille tehtävät tässä laajuudessa saattavat olla liian haas-
tavia. Oppilaiden matemaattista ajattelua saattaisi kuitenkin hyödyntää toi-
sen tehtävän tyyppiset tehtävät, joissa oppilaat keksivät itse tilanteita tai
sanallisia tehtäviä, joihin esitettyjen kuvien tilanteet voisivat liittyä. Koko
laajuudessaan tehtävä kannattaisi ajoittaa kolmannen luokan jälkipuolelle,
jolloin laskutoimitukset alkavat olla oppilaille jo tuttuja. Tällöin voidaan
myös keksittyä erilaisten konkreettisten tilanteiden avulla sisältö- ja ositus-
jaon eroihin ja vahvistaa kummankin jakolaskutyypin osaamista. Oppilaille
kannattaisi myös esitellä konkreettisten tilanteiden avulla laskuja, joissa pie-
nempi luku jaetaan suuremmalla luvulla. Tällöin oppilaat saisivat jo varhain
kuvan siitä, etteivät vastaavanlaiset laskut ole sen kummempia kuin muut-
kaan jakolaskut. Seuraavaksi on vielä muutama esimerkkilasku.
• Matilla on 20 karkkia. Neljäsosa karkeista on mansikan makuisia. Kuin-
ka monta niitä on? (Tämä tehtävä on klassinen ositusjakotehtävä, jossa
hyödynnetään myös murtolukuja.)
• Kuinka monta lehteä saa 10 eurolla, kun yksi lehti maksaa 2 euroa?
(Sisältöjakolaksu)
Tehtävien yhteydessä voidaan myös pohtia ryhmissä sisältö- ja ositusjako-
tehtävien eroja. Mitä eroa on laskuissa? Piirrä kuvat tilanteista ja nimeä




Tämän tehtävän ideana on tutustuttaa alaluokkalaisia murtolukuihin ja aut-
taa heitä oppimaan yksinkertaisia murtolukuja. Samalla saadaan matema-
tiikan tunnille erilaista tekemistä, kun oppilaat pääsevät liikkumaan ja leik-
kimään. Myös heikommat matematiikan opiskelijat saattavat päästä parem-
min mukaan murtolukujen maailmaan, kun niihin tutustutaan leikkimisen
kautta.
Leikin pohjana on maa, meri, laiva (taivas, auto tai lentokone) leikki.
Tarkoituksena on, että luokkaan tai pihalle muodostetaan suora. Suoran toi-
sessa päässä on luku nolla ja toisessa luku yksi. Suora siis on lukusuora vä-
lillä [0,1]. Opettaja huutaa erilaisia murtolukuja ja oppilaat liikkuvat suoral-
la siihen pisteeseen, mihin kyseinen murtoluku sijoittuu. Oppilailla voi olla
omat lukusuorat, joilla he liikkuvat tai esimerkiksi ulos voidaan tehdä niin
iso lukusuora, johon kaikki osallistujat mahtuvat kerralla. Jos oppilas siirtyy
väärään paikkaan, hän joutuu pelistä pois. Voittaja on se, joka on viimei-
senä lukusuoralla mukana. Hänet voidaan palkita arvonimellä Murtolukujen
Valtias.
Leikkiä voidaan myös käyttää myöhemmillä luokilla, kun on tarkoitus pa-
lauttaa mieleen murtolukuja. Lukusuoraa kasvattamalla saadaan myös mu-
kaan sekalukuja. Opettaja voi vaikeuttaa peliä huutamalla välillä myös de-
simaalilukuja. Haastetta lisäämällä peliä voi soveltaa kaikille luokka-asteille.
Leikki voidaan myös toteuttaa portaissa. Esimerkiksi, jos portaita on kym-
menen, saadaan portaiden askelmien avulla opeteltua konkreettisesti kym-
menesosien ja muiden murtolukujen yhteyttä.
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5 Pohdinta
Tulevana aineenopettaja koen, että tämä tutkielma on avartanut paljon käsi-
tyksiäni siitä, mitä oppilaiden pään sisällä liikkuu. Samalla myös alakouluma-
tematiikka on tullut läheisemmäksi minulle. Tämän tutkielman tarkoituksena
on ollut avartaa pimentoon jäänyttä alakoulumatematiikkaa. Tämän lisäk-
si lasten matemaattisen ajattelun valottaminen tuo uutta näkemystä myös
aineenopettajalle. Tarkoituksena on ollut myös nostaa esiin ongelmia aiheut-
tavia asioita, ja pohtia niihin mahdollisia ratkaisuja.
Kuten kaiken tutkielmassa aiemmin mainitun perusteella nähdään, on
jakolasku hyvin monimutkainen kokonaisuus. Ei ole siis ihme, että tämä
laskutoimitus tuntuu monista muita peruslaskutoimituksia haastavammalta.
Jakolasku on myös monen erillisen asian muodostama kokonaisuus. Tällöin
opettajan vastuu kasvaa, sillä opetuksessa voidaan edetä monella eri tavalla.
Myös aineenopettajan on hyvä huomioida jakolaskun monet ulottuvuudet.
Esimerkiksi erilaisten jakomerkkien käyttö voi saada heikoimmat oppilaat
pelästymään yläkoulumatematiikkaa.
Tässä luvussa tarkoitukseni on pohtia tutkielmani antia. Samalla myös
perustelen tutkielmaan nostamiani asioita ja sisältöjä. Aluksi käsitellään tut-
kielmaani nykymuotoisen koulumatematiikan kontekstissa. Kuinka kouluma-
tematiikka vastaa mielestäni jakolaskuongelmiin ja saattaako se osaltaan aut-
taa niiden syntymisessä. Koulumatematiikka on kokonaisuus, jolla ei ole va-
raa asettaa joitain asioita tärkeämpään rooliin kuin toisia.
Luvussa pohditaan myös, miten aioin käyttää tutkielmassani esiintyneitä
tietoja hyväkseni omassa opetuksessani. Aineenopettajana en todennäköises-
ti kohtaa alaluokkalaisia jakolaskuun ensimmäistä kertaa tutustuvia oppilai-
ta. Tästä huolimatta koen, että opettajan on tärkeä tietää miten aikaisem-
milla luokilla asiat on käsitelty ja miten niihin liittyvät käsitteenmuodostus-
prosessit ovat edenneet. On miltei mahdotonta ja melko hyödytöntä yrittää
opettaa jakolaskuun pohjautuvia haasteellisempia asioita, jos jakolaskun pe-
rustukset eivät ole kunnossa.
Lopuksi paneudutaan siihen, miten tutkielman tekeminen on kasvattanut
opettajuuttani. Lasten ja nuorten ajattelun ja matemaattisen ymmärryksen
hahmottaminen on mielestäni yksi tutkielmani suurimpia hyötyjä. Samal-
la myös jakolaskuvaikeuksien kartoittaminen on tuonut opettajana minulle




Nykyisellään koulumatematiikka on tarkkaan suunniteltu kokonaisuus. Tä-
mä kokonaisuus kattaa kaikki matematiikan osa-alueet, joita asiantuntijoiden
mielestä ihmisen täytyy oppia selvitäkseen nyky-yhteiskunnassa. Suomalai-
sella matematiikan opetussuunnitelmalla on maailmaa myöten hyvä maine
ja suomalaiset lapset ovat menestyneet hyvin matematiikan osaamista mit-
taavilla mittareilla viime vuosiin asti.
Koska koulumatematiikka sisältää hyvin paljon asiaa, ei sillä ole resurs-
seja tarttua jokaisen asiaan yhtä laajasti kuin tässä tutkielmassa haluaisin
jakolaskuun puuttua. Koulumatematiikalla ei ole myöskään resursseja puut-
tua pieniin virhekäsityksiin, joita syntyy väkisinkin osalle oppilaista. Kos-
ka nykyinen koulumatematiikka toimii kokonaisuutena suhteellisen hyvin, ei
kannata viedä muilta matematiikan alueilta aikaa, jotta yksi alue saadaan
kunnolla kuntoon.
Kun peruskoulun opetussuunnitelman perusteita (POPS 2004)lukee, huo-
maa, että nykyinen koulumatematiikka on melkoisen kunnianhimoinen koko-
naisuus. Sisältöjä on paljon ja monesta eri aihepiiristä. Lisäksi opetussuunni-
telmassa määritetyt hyvän osaamisen kriteerit ovat varsin kunnianhimoisia.
Silmääni pisti erityisesti toisen luokan päättämisen hyvän osaamisen kritee-
reihin kuuluva jakolaskuun liittyvä asia. Vasta 8-vuotiaiden lasten tulisi ym-
märtää jakolasku ja osata soveltaa sitä. Tietenkään verbiä ymmärtää, ei pidä
tässä yhteydessä ottaa aivan kirjaimellisesti. Kirjaimellisesti otettuna jako-
laskun ymmärtäminen 8-vuotiaana tuntuu tämän tutkielman pohjalta mel-
ko korkealta tavoitteelta. Viidennen luokan päätyttyä, eli noin 11-vuotiaana,
lasten jakolaskuosaamisen tulisi opetussuunnitelman tavoitteiden mukaan ol-
la jo erinomaista. Jakolaskujen tekeminen tulisi olla jo suhteellisen rutiinin-
omaista ja apuväline tulevina kouluvuosina. Tämä tuntuu jo paljon saavutet-
tavammalta tavoitteelta. Todellisuudessa kuitenkin tutkielman pohjalta näh-
dään, että vielä kuudesluokkalaisilla on paljon jakolaskuun liittyviä ongelmia.
Näihin ongelmiin vastaamisen pitäisi olla mielestäni yksi koulumatematiikan
tehtävistä.
Jakolaskuopetus siis nykymuotoisena aiheuttaa virhekäsityksiä. Tutkiel-
massa on pohdittu, miten jakolaskuopetusta muuttamalla näitä virhekäsityk-
siä voitaisiin ehkäistä. Mielestäni tarjoamani ratkaisut ovat kokeilun arvoisia.
En väitä olevani pätevämpi, kuin monet nykyisen opetussuunnitelman ja op-
pikirjat suunnitelleet ammattilaiset. Päinvastoin olen vain aineenopettajan
alku, jolla ei ole lähes yhtään kokemusta alakoulussa tapahtuvasta matema-
tiikan opetuksesta. Tästä huolimatta (tai tästä johtuen) kummastelen ny-
kyistä jakolaskuopetusta, sillä tuntuu hassulta välttää ei tasan meneviä las-
kuja tai murtolukuja. Laisinkin, jos perustelu tälle välttelylle on lasten ikä.
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Pienissä kokeiluissani lapset, jotka olivat ensimmäisellä tai toisella luokalla,
pitivät jakolaskuja, joissa käytettiin murtolukuja, liian helppoina.
Yleisin tapa aloittaa jakolaskuopetus on yksi yhteen -vastaavuuden mu-
kainen jakaminen. Ositusjaon avulla opetellaan jakolaskun perusteet. Tämä
tarjoaa myös toisenlaisen lähestymistavan murtolukukäsitteeseen. Piirakoi-
den tai pizzojen jakaminen tuo arkielämästä tutut jakotilanteet lähelle mur-
tolukuja. Jakotilanteet, joissa jaettavaa pilkotaan suklaapatukoiden tavoin
osiin, tarjoavat taas tien jakojäännöskäsitteen kiertämiseen. Yksi tämän tut-
kielman perusajatuksista on ollut juuri tämä. Jos murtoluvut ja jakolasku
opeteltaisiin rinnakkain, jakojäännöskäsite saattaisi menettää tarpeellisuu-
tensa.
Jakojäännöskäsitteen tarpeellisuutta ja tarpeettomuutta on pohdittu pal-
jon tutkielmassa. Itse koen sen melko tarpeettomaksi sen takia, että koulu-
matematiikassa ei alakoulun alkupuolen jälkeen enää käytetä jakojäännöstä
ollenkaan. Miksi opettaa asia, joka hylätään lähes heti sen jälkeen pois perus-
koulumatematiikasta? Jakojäännöskäsite osoittaa tarpeellisuutensa vasta lu-
kion pitkän matematiikan kurssissa 11: Lukuteoria ja Logiikka, jossa paneu-
dutaan jakoyhtälöön tarkemmin. Tutkielmaa tehdessäni olen kuullut myös
jakojäännöstä puolustavia argumentteja, joista lähes kaikki pohjautuvat ja-
koyhtälöön.
Vaikka tutkielmani pääpaino on ollut jakolaskussa, olen myös sivunnut
paljon murtolukuja. Murtoluvut ja jakolasku kulkevat ensimmäiset koulu-
vuodet käsi kädessä ja tukevat toisiaan paljon. Murtolukujen opetukseen en
halua ottaa sen enempää kantaa, kuin tutkielmassa on otettu, sillä tiedän,
että monet ovat paneutuneet aiheeseen paljon enemmän kuin minä. Koen
kuitenkin, että jakolasku ja murtoluvut tukisivat toisiaan vielä enemmän,
jos ne opetettaisiin yhdessä. Laisinkin teoriaosuudessa esitetty murtolukujen
ja jakolaskun yhteys antoi itselleni paljon ideoita.
Aineenopettajana nykymuotoisesta koulumatematiikasta, opetussuunni-
telmasta ja nykyisistä oppikirjoista, päällimmäisenä mieleeni jäi oppikirjo-
jen sisältämien tehtävien yksipuolisuus. Luokanopettajalla täytyy olla paljon
omaa materiaalia, jotta matematiikan tunneista saadaan monipuolisia ja in-
nostavia. Kirjoista löytyvät tehtävät olivat hyvin yksipuolisia ja laskurutii-
nia kasvattavia laskuja. En yhtään kyseenalaista laskurutiinin kasvattamis-
ta, vaan olen täysin sen puolella. Minusta kuitenkin matematiikan tunneille
tarvitaan myös paljon aivan toisenlaisia tehtäviä, jotka haastavat oppilaiden
ajattelua. Tämän takia tutkielmaankin on koottu muutama jakolaskutaitoja
kasvattava tehtävä, joiden avulla matematiikan tunneille saa hieman erilaista
motivoivaa puuhaa.
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5.2 Jakolaskun tukeminen omassa opetuksessani
Oma pedagoginen näkemykseni on muotoutunut vahvaksi viimeisinä opiske-
luvuosinani. Haluan, että matematiikan tuntini sisältävät paljon arkielämää
lähellä olevaa konkreettista tekemistä. Mielestäni oppilaiden motivoimiseen
ja tukemiseen täytyy käyttää aikaa, jotta oppiminen pysyy mielekkäänä. Täl-
lä tavoin myös matematiikka saattaa muodostua mielenkiintoisemmaksi ja
mukavammaksi aineeksi.
Jakolasku on peruslaskutoimitus ja sen takia erityisen tärkeä osa ma-
tematiikkaa. Esimerkiksi verrannot, suhteet ja mittakaavat pohjautuvat ja-
kolaskuun. Tämän takia myös aineenopettajan pitäisi huomioida jakolasku
opetuksessa. Yläkoulussa haluaisinkin käyttää aikaa jakolaskun perusasioi-
den kertaamiseen. Esimerkiksi aion huomioida sisältö- ja ositusjaot opetuk-
sessani, vaikka niille ei opetussuunnitelman mukaan ole varattu juurikaan
aikaa enää yläkoulussa. Perusasioiden kertaaminen saattaa myös olla hyö-
dyllistä heikommille oppilaille. Kertauksen avulla he saavat mahdollisuuden
päästä muiden mukaan samalle viivalle. Tämän jälkeen kärryillä pysyminen
saattaa olla helpompaa. Mielestäni aineenopettajan täytyy panostaa niihin
rakennuspalikoihin, joiden päälle yläkoulumatematiikkaa aletaan yhdessä ra-
kentaa. Jos oppilaiden aiempia tietoja ja taitoja ei kartoiteta ja vahvisteta,
saattaa tulla ongelmia. On mielestäni hölmöä opetella esimerkiksi jakolas-
kuun pohjautuvia asioita väärien jakolaskukäsitysten päälle.
Tutkielmassa on esitetty monia hyvin yleisiä jakolaskuun liittyviä virhe-
käsityksiä. Omassa opetuksessani aion kiinnittää huomiota niihin. Mielestäni
opettajan täytyy pysyä tarkkana ja yrittää löytää oppilailta heillä olevia vir-
hekäsityksiä. Monet jakolaskuihin liittyvät virhekäsitykset haittaavat koko
koulumatematiikkaa. Monet oppilaat saattaisivat pärjätä hyvin koulumate-
matiikassa, jollei heillä olisi virhekäsityksiä, jotka haittaavat heidän suoriu-
tumistaan. Virhekäsitykset haittaavat nuorten itseluottamusta, jolloin moti-
vaatio huononee ja matematiikka saattaa muuttua inhottavaksi aineeksi.
Tulevaisuudessa aion myös hyödyntää tutkielmaa varten suunnittelemiani
tehtäviä. Laisinkin murtolukuihin liittyvä leikki sopii mielestäni hyvin myös
yläkouluun, kun muistellaan murtolukuja ensimmäisen kerran. Vaikka me-
ri, maa, laiva leikki onkin alun perin nuorille lapsille, sopii se mielestäni
myös yläkouluun. Samalla saadaan hieman erilainen lähestymistapa mate-
matiikkaan. Leikki voisi toimia myös hyvin seitsemännellä luokalla tutustu-
misleikkinä sekä ryhmähenkeä kasvattavana leikkinä. Aion myös hyödyntää
tulevaisuudessa erilaisia ryhmätehtäviä, joissa oppilaat pääsevät keskustele-
maan vertaistensa kanssa matematiikasta. Mielestäni tällaiset tehtävät ovat
kaikista hedelmällisimpiä matematiikan tehtäviä.
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5.3 Tutkielman merkitys opettajaksi kasvamisessa
Tämän tutkielman tekeminen on ollut pitkä prosessi. Prosessin aikana olen
joutunut haastamaan itseäni pohtiessani koulumatematiikkaa erilaisilta kan-
teilta. Olen jo maininnut, ettei matematiikan aineenopettajan koulutusoh-
jelmassa puhuta lähes yhtään alakoulumatematiikasta tai luokanopettajien
matematiikan aineenhallinnasta. Myöskään lasten ja nuorten matemaattises-
ta kehityksestä ei keskustella koulutuksen aikana.
Edellä mainittujen seikkojen takia olen tehnyt hyvin paljon taustatyötä
tätä tutkielmaa varten. Minun piti saada ensin itselleni muodostettua käsi-
tys siitä, miten lasten ajattelu, matemaattinen ja tavallinen, kehittyy, jotta
pystyin tarttumaan jakolaskun oppimiseen. Tämä taustatyön tekeminen on
kehittänyt opettajuuttani paljon. Minulle on muodostunut selkeä kuva siitä,
miten lasten matemaattisen taidot kehittyvät. Koen, että minun on helpompi
toimia kaiken ikäisten oppilaiden opettajana, koska tiedän nyt, miten heidän
ajattelun taitonsa kehittyvät. Samalla myös on helpompi löytää heillä olevia
virheellisiä käsityksiä.
Jakolaskutaitojen kehityksen tutkiminen on ollut myös hyvin palkitse-
vaa. Tutkielmaa varten tutustuin jakolaskukäsitteen muodostumiseen ja sen
osa-alueisiin. Tämä antoi myös mielikuvan siitä, miten muutkin matematii-
kan asiat ovat monen yksityiskohdan summa. Koen, että tutkielman vuoksi
olen herkistynyt huomaamaan oppilaissa oivalluksen hetket. Samalla myös
huomaan tutkielman ansiosta paremmin oppilaiden hankaluudet.
Kaiken kaikkiaan tämän tutkielman tekeminen on ollut haastava, mutta
antoisa prosessi. Liikkeelle lähdettäessä tuntui kuin edessä olisi valtava vuori,
joka muodostui mysteerisestä alakoulumatematiikasta ja lasten matemaattis-
ten taitojen kehityksestä. Vauhtiin pääsyy tarvittiin lopulta vain auttamisen
halua. Halusin auttaa vaikeuksissa olevia alakoululaisia ja pienentää omal-
ta osaltani kuilua ala- ja yläkoulumatematiikkojen väliltä. Vuoren huipulle
päästyäni matka alaspäin sujui myötätuulessa. Nyt odotan enää innolla, että
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Tutkimus kertolaskun ja jakolaskun osaamisesta 
 
Perustiedot: 
□ tyttö  □ poika 
Luokka: __________ 
Minkä arvosanan sait viimeksi todistukseen matematiikasta? _________ 
 








































Arvioi onnistumistasi: ⎕ Osasin  ⎕ Luulen osanneeni  ⎕ Arvasin  ⎕ En tiedä osasinko 
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IIIa. Piirrä kuva tai selitä laskun tilanne omin sanoin: 
a) Yksi lehti maksaa 3 euroa. Kuinka monta lehteä saa 27 eurolla? 
________________________________ 
________________________________ 
________________________________ 27: 3 = 9 
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b) Matilla on 32 karkkia, joista neljäsosa on mansikkakarkkia. Kuinka monta 
mansikkakarkkeja on?  
________________________________ 
________________________________ 
________________________________ 32: 4 = 8 
Arvioi onnistumistasi: ⎕ Osasin  ⎕ Luulen osanneeni  ⎕ Arvasin  ⎕ En tiedä osasinko 
 
IIIb. Piirrä kuva tai selitä laskun vaiheet omin sanoin: 
a) Minni ostaa 4 lippua elokuviin ja 3 euroa maksavan popcorn-annoksen. Minnillä 
on rahaa 30 euroa rahaa ja ostokset maksavat yhteensä 27 euroa. Kuinka paljon 
elokuvalippu maksaa?  
________________________________ 
________________________________ 
________________________________ (27 − 3): 4 
________________________________ 
________________________________ 
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b) Pekalla on yhteensä 13 € rahaa. Hän ostaa kaksi 5 euroa maksavaa suklaalevyä ja 
yhden 2 euroa maksavan karkkipussin. Riittävätkö Pekan rahat kaikkeen?  
________________________________ 
________________________________ 




 = 13€ − (10€ + 2€) 
________________________________ 
________________________________ 




= 1 € 





IV. Laske ja kerro sekä piirrä, miten selvitit vastauksen: 
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V. Laske lasku ja keksi sanallinen tehtävä annetusta laskusta: 
Esimerkki: 6: 3 =  2 
Kolme kaveria jakaa kuusi karkkia keskenään tasan. Kuinka monta kukin saa? 
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Sinulla on 24 tulitikkua. Ryhmittele tikut yhtä suuriin ryhmiin. Keksi niin monta 
vaihtoehtoa kuin mahdollista! 
A) Suunnittele tähän, miten aiot tehdä tehtävän: 
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